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6 Решение систем линейных алгебраических уравнений прямыми методами

Метод решения задачи называют прямым, если он позволяет получить решение после выполнения конечного числа элементарных операций. Метод решения задачи называют итерационным, если в результате получают бесконечную последовательность приближений к решению. Если эта последовательность сходится к решению задачи, то говорят, что итерационный процесс сходится. К прямым методам решения относятся метод Гаусса и его модификации, метод Холецкого и метод прогонки.
В методе Гаусса для вычисления масштабирующих множителей требуется делить на ведущие элементы каждого шага. Если элемент равен нулю или близок к нулю, то возможен неконтролируемый рост погрешности.
Поэтому часто применяют модификации метода Гаусса, обладающие лучшими вычислительными свойствами.

6.1 Метод Гаусса с выбором главного элемента по столбцу 

На k-ом шаге прямого хода в качестве ведущего элемента выбирают максимальный по модулю коэффициент [image: image2.png]ok



при неизвестной [image: image3.png]


в уравнениях с номерами i = k+1, ... , m.Затем уравнение, соответствующее выбранному коэффициенту с номером [image: image4.png]


, меняют местами с к-ым уравнением системы для того, чтобы главный элемент занял место коэффициента [image: image5.png]1)
-1
aly



. После этой перестановки исключение проводят как в схеме единственного деления. В этом случае все масштабирующие множители по модулю меньше единицы и схема обладает вычислительной устойчивостью.

ПРИМЕР 1.Решение системы методом Гаусса с выбором главного элемента по столбцу.

Пусть Ax=b, где

A= [image: image6.png]3
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, b= [image: image7.png]14
44
142
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.
Прямой ход. 1 шаг. Максимальный по модулю элемент 1-го столбца [image: image8.png]


. Переставим 1-ое и 3 - е уравнения местами:

A= [image: image9.png]-27
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3
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, b= [image: image10.png]142
44
-14
-6



.
Вычислим масштабирующие множители 1 шага:

[image: image11.png]


    [image: image12.png]


    [image: image13.png]



и выполним преобразование матрицы и вектора:

A1= [image: image14.png]-27 -36
0o 8




 b1= [image: image15.png]142
3is



.
2 шаг. Вычислим масштабирующие множители 2 шага: 

[image: image16.png]


 [image: image17.png]0
Ba=g=0



.
Второй шаг не изменяет матриц: A2=A1, b2= b1.
3 шаг. Максимальный по модулю элемент 3 столбца [image: image18.png]


. Переставим 3 и 4 уравнения местами. 

A2= [image: image19.png]-27 -36 73

0o s B
9

LR .
3 3



b2= [image: image20.png]142
sis



.
Вычислим масштабирующие множители 3 шага:

[image: image21.png]



и выполним преобразование матрицы и вектора:

A3= [image: image22.png]-27 -36
0o 8




 b3= [image: image23.png]142
3is




.
Обратный ход. Из последнего уравнения находим: [image: image24.png]


. Из третьего

уравнения системы находим [image: image25.png]


. Из второго уравнения находим

[image: image26.png]31485 (—2)]
)



. Неизвестное [image: image27.png]


находим из первого уравнения:

[image: image28.png]5= =L (142436 (<)~ 73 (-2)-8.0)=-8
177




Ответ: [image: image29.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.exponenta.ru/educat/class/courses/vvm/theme_5/images/image073.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image30.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.exponenta.ru/educat/class/courses/vvm/theme_5/images/image074.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image31.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.exponenta.ru/educat/class/courses/vvm/theme_5/images/image075.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image32.png]


.

% Решить систему Ax=b методом Гаусса

% Введём матрицу

A = [3,4,-9,5;-15,-12,50,-16;-27,-36,73,8;9,12,-10,-16];

% Введём правую часть

b = [-14; 44; 142; -76];

% Решим систему средствами MATLAB

x = A \ b

>> 
	x =
	-8.0000

	
	-2.0000

	
	-2.0000

	
	-0.0000


6.2 Метод Холецкого

Если матрица системы является симметричной и положительно определенной, то для решения системы применяют метод Холецкого (метод квадратных корней). В основе метода лежит алгоритм специального LU-разложения матрицы A, в результате чего она приводится к виду A=[image: image33.png]


. Если разложение получено, то, как и в методе LU-разложения, решение системы сводится к последовательному решению двух систем с треугольными матрицами: [image: image34.png]


и  [image: image35.png].
x
=y



. Для нахождения коэффициентов матрицы L неизвестные коэффициенты матрицы [image: image36.png]


приравнивают соответствующим элементам матрицы A. Затем последовательно находят требуемые коэффициенты по формулам:

[image: image37.png]


, [image: image38.png]by = ag fly



i = 2, 3, ..., m,

[image: image39.png]by = fan -1



, [image: image40.png]@ =gl by



i = 3, 4, ..., m,

...............

[image: image41.png]


  [image: image42.png]Iy = (ay — du = s —



   i = k+1, ... , m.

[image: image43.png]



ПРИМЕР 2. Решение системы методом Холецкого. 

Пусть

A= [image: image44.png]81 -45 45
-45 50 -15
45 -15 38



 b= [image: image45.png]531
—460
193



.
Находим элементы матрицы L:
[image: image46.png]


  [image: image47.png]Ly =30- (=57 =5



  [image: image48.png]



[image: image49.png]


  [image: image50.png]



[image: image51.png]



Таким образом, разложение матрицы A имеет вид:

[image: image52.png]



Последовательно решаем системы [image: image53.png]


и [image: image54.png].
x
=y



. Решением 1-ой системы является вектор [image: image55.png]y=

59
-33
-12



, а решение 2-ой системы вектор [image: image56.png]


.

Ответ: [image: image57.png]


 [image: image58.png]


  [image: image59.png]



% Решить систему Ax=b методом Холецкого

% Введём матрицу

A = [81 -45 45; -45 50 -15; 45 -15 38];

% Введём правую часть

b = [531; -460; 193];

% Найдём разложение Холецкого

R = chol(A);

% R'*R*x = b
% Матрица R легко обратима

y = R' \ b;

x = R \ y;

% Проверим решение

A * x - b

>> 
	ans =
	0

	
	0

	
	0


6.3 Метод прогонки

Если матрица системы является разреженной, то есть содержит большое число нулевых элементов, то применяют еще одну модификацию метода Гаусса - метод прогонки. Рассмотрим систему уравнений с трехдиагональной матрицей:

[image: image60.png]B+ 6%, =d,

a5 + byt + 6% -d,

Gz + Byt + gty = oy

X,y + bpx,





Преобразуем первое уравнение системы к виду [image: image61.png]n=ex+4



, где: [image: image62.png]


, [image: image63.png]


. Подставим полученное выражение во второе уравнение системы и преобразуем его к виду:  [image: image64.png]X =g+,



 и т.д.

На i-ом шаге уравнение преобразуется к виду: [image: image65.png]&%, + 5




, где [image: image66.png]< /(b + a0 ,)



, [image: image67.png](d;— a; i) (b +ayey,



.

На m-ом шаге подстановка в последнее уравнение выражения [image: image68.png]Kyt = Oy Ky + Byt




дает возможность определить значение [image: image69.png]


:

[image: image70.png]= Gy 1) (B + 205,




. 

Значения остальных неизвестных находятся по формулам:

 [image: image71.png]&%, + 5




, i = m-1, m-2, ..., 1.
ПРИМЕР 4. Решение системы методом прогонки. 

[image: image72.png]23 +x;
% +10x, - 5x;

Xy -5y + 27,
Xy + 40, =27




Прямой ход прогонки. Вычислим прогоночные коэффициенты:

[image: image73.png]


, [image: image74.png]


, [image: image75.png]



[image: image76.png]0+1.(-1/2)=19/2



,[image: image77.png]oy 1y, =10/19



   [image: image78.png]By=(dy—ay- By, =(-18-1.(=5/2)) /(1972





[image: image79.png]


, [image: image80.png]


, [image: image81.png]£ =729/85




[image: image82.png]


, [image: image83.png]3024/378





Обратный ход прогонки. Находим значения неизвестных:

[image: image84.png]


, [image: image85.png]


, [image: image86.png]X+ 5,



, [image: image87.png]xn=ex+ 4




Ответ:

 [image: image88.png]


  [image: image89.png]


  [image: image90.png]


  [image: image91.png]


.

Задание для самостоятельной работы
1. Методом Гаусса с выбором главного элемента найти решение системы уравнений:
[image: image92.png]0x;+ 26, — X3 -10x, =25
86— Xy + x+ 00, =-36
4% +18x, +0x; - 3%, =44
45+ 03 —30x; + 30, = -104




.
2. Найти [image: image93.png]i’



  разложение матрицы: 

[image: image94.png]0
-3

-4
4

-8

16

-8 13

-4

-4 9

3 0

0

|



.

3. Можно ли применять метод Холецкого к системе уравнений, матрица которой имеет вид:

[image: image95.png]7 3 5
3 10 -2
5 2 4



.
4. Подсчитать количество арифметических действий в методе прогонки.

Вопросы

1. Что такое прямые и итерационные методы.

2. С какой целью применяют модификацию метода Гаусса - схему частичного выбора.

3. Для каких систем уравнений применяют метод Холецкого.

4. Запишите формулы для нахождения решения после приведения системы к виду.

5. Сформулируйте алгоритм метода прогонки. 

7 Решение систем линейных алгебраических уравнений итерационными методами

Рассматривается система Ax = b. Для применения итерационных методов система должна быть приведена к эквивалентному виду x=Bx+d. Затем выбирается начальное приближение к решению системы уравнений [image: image96.png]= (x
X = (3,205,

)



 и находится последовательность приближений к корню. Для сходимости итерационного процесса достаточно, чтобы было выполнено условие
 [image: image97.png]


.

Критерий окончания итераций зависит от применяемого итерационного метода.

7.1 Метод Якоби

Самый простой способ приведения системы к виду удобному для итерации состоит в следующем: из первого уравнения системы выразим неизвестное x1, из второго уравнения системы выразим x2, и т. д. В результате получим систему уравнений с матрицей, в которой на главной диагонали стоят нулевые элементы, а остальные элементы вычисляются по формулам:

 [image: image98.png]


,  i, j = 1, 2, ... n. 

Компоненты вектора d вычисляются по формулам:

 [image: image99.png]


, i = 1, 2, ... n. 

Расчетная формула метода простой итерации имеет вид:
[image: image100.png]


, 

или в покоординатной форме записи выглядит так:

[image: image101.png]P = b P b 4 b x4,



,  i = 1, 2, ... m.

Критерий окончания итераций в методе Якоби имеет вид: 

[image: image102.png](D _ 5O

<4



, где   [image: image103.png]


.
Если [image: image104.png]|B]|<1/2



, то можно применять более простой критерий: [image: image105.png](D _ 5O

<z



окончания итераций 

ПРИМЕР 1. Решение системы линейных уравнений методом Якоби.

Пусть дана система уравнений: [image: image106.png]10 + 203 — a3 =11
% +10x, - x; =10
% + %, +103%; =10



 

Требуется найти решение системы с точностью   [image: image107.png]



Приведем систему к виду удобному для итерации: [image: image108.png]X ==0.1x; +0.1x5 +1.1
%5 = 0.1y + 0.1 +1
x;=0.1x —0.1x, +1



.
Выберем начальное приближение, например, [image: image109.png]=1



 - вектор правой части.

Тогда первая итерация получается так: 
[image: image110.png]X’

0.1-1+0.1-1+1.1=1.1
2ft) =-0.1-1.1+0.1+1=0.99

o

1:-1.1-0.1-1+1=1.01




Аналогично получаются следующие приближения к решению.

[image: image111.png]1102
2 =| 0.991
1.011



, [image: image112.png]1102
x(% =1 0.9909
1.0111



, [image: image113.png]1.10202
x(4) = 0.99091
1.01111




Найдем норму матрицы [image: image114.png]


.  Будем использовать норму [image: image115.png]


. 

Так как сумма модулей элементов в каждой строке равна 0.2, то [image: image116.png]


= 0.2 < 1/2, поэтому критерий окончания итераций в этой задаче [image: image117.png](D _ 5O

<z



.

Вычислим нормы разностей векторов:  [image: image118.png]”x(” 4(7)” =0.002



, [image: image119.png](4 -G = 0.00002



.

Так как [image: image120.png](4 - xC)) <



, заданная точность достигнута на четвертой итерации.

Ответ: x 1 = 1.102, x 2 = 0.991, x 3 = 1.101 

7.2 Метод Зейделя

Метод можно рассматривать как модификацию метода Якоби. Основная идея состоит в том, что при вычислении очередного (n+1)-го приближения к неизвестному xi при i >1 используют уже найденные (n+1)-е приближения к неизвестным x1, x2, ..., xi - 1, а не n-ое приближение, как в методе Якоби. Расчетная формула метода в покоординатной форме записи выглядит так:

[image: image121.png]) = bt 4 b by 0T by By’ +



, 

i = 1, 2, ... m.. Условия сходимости и критерий окончания итераций можно взять такими же как в методе Якоби.

ПРИМЕР 2. Решение систем линейных уравнений методом Зейделя.

Рассмотрим параллельно решение 3-х систем уравнений:

[image: image122.png]


, [image: image123.png]


, [image: image124.png]2y -05x
2% +05x,




.
Приведем системы к виду удобному для итераций:
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, [image: image126.png]D = —2x0 43
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.
Заметим, что условие сходимости [image: image128.png]


 выполнено только для первой системы. Вычислим 3 первых приближения к решению в каждом случае:
1-ая система. [image: image129.png]


, [image: image130.png]x® ,[

0.375

J



, [image: image131.png]3125
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, [image: image132.png]4219
0.2109




Точное решение здесь x 1 = 1.4, x 2 = 0.2. Итерационный процесс сходится.

2-ая система. [image: image133.png]3
RO
-1



, [image: image134.png]o3
9



, [image: image135.png]


, [image: image136.png]NE) :[
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 - итерационный процесс разошелся.

Точное решение x 1 = 1, x 2 = 0.2. 

3-я система. [image: image137.png]


, [image: image138.png]2
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, [image: image139.png]@0
2



, [image: image140.png]


 - итерационный процесс зациклился. 

Точное решение x 1 = 1, x 1 = 2. 

Пусть матрица системы уравнений A - симметричная и положительно определенная. Тогда при любом выборе начального приближения метод Зейделя сходится. Дополнительных условий на малость нормы некоторой матрицы здесь не накладывается. 

7.3 Метод простой итерации.

Если A - симметричная и положительно определенная матрица, то систему уравнений часто приводят к эквивалентному виду: x = x - [image: image141.png]


(Ax - b), [image: image142.png]


 - итерационный параметр. 

Расчетная формула метода простой итерации в этом случае имеет вид: x (n+1) = x n - [image: image143.png]


(Ax n - b). 
Здесь B = E - [image: image144.png]


A и параметр [image: image145.png]


 > 0 выбирают так, чтобы по возможности сделать минимальной величину [image: image146.png]


. 
Пусть [image: image147.png]


и [image: image148.png]


- минимальное и максимальное собственные значения матрицы A. Оптимальным является выбор параметра  [image: image149.png]r =2/ Agin + A |



. В этом случае [image: image150.png]


 принимает минимальное значение равное [image: image151.png](Amax — Amin ) [ Amax + Amin )



.

ПРИМЕР 3. Решение систем линейных уравнений методом простой итерации. 

% Решить систему Ax=b методом простой итерации.

A = [3 -2 0; -2 3 0; 0 0 3];

b = [-21;24;15];
e = eig(A);

% Вычислим итерационный параметр

tau = 2 / (min(e) + max(e));

r = 1;

% Выполняем метод простой итерации с начальным приближением x0

x0 = [0;0;0];

y = x0;

while r > 100 * eps

x = y - tau * (A * y - b);

r = norm(x-y);

y = x;

end

% Проверим полученное значение

A * x – b
>> 

ans = 

1.0e-013 *
	
	-0.2842

	
	0.2487

	
	0


Задание для самостоятельной работы
1. Убедиться в том, что если A- нижняя треугольная матрица с ненулевыми диагональными элементами, то метод Зейделя сходится за одну итерацию.

2. Пусть A - верхняя треугольная матрица с ненулевыми диагональными элементами. Доказать, что метод Зейделя сходится за конечное число итераций и указать, за какое именно. 

3. Вывести оценку числа итераций, требуемых для достижения заданной точности в методе Якоби.

Вопросы

1. Сформулируйте достаточное условие сходимости методов Якоби и метода Зейделя.

2. Сформулируйте критерий окончания итераций в методе Якоби.

3. Сформулируйте условия сходимости метода простой итерации и метода Зейделя для случая симметрических положительно определенных матриц.

4. Из каких условий выбирается итерационный параметр в методе простой итерации.

5. Сформулируйте алгоритм нахождения оптимального итерационного параметра в методе простой итерации. 

8 Приближение функций

На практике часто возникает необходимость найти функциональную зависимость между величинами x и y, которые получены в результате эксперимента. Часто вид эмпирической зависимости известен, но числовые параметры неизвестны. 

Ниже рассматривается решение задачи приближения многочленами таблично заданной функции по методу наименьших квадратов и по методу интерполяции.

8.1 Постановка задачи приближения функции по методу наименьших квадратов

Пусть функция y=f(x) задана таблицей своих значений: [image: image152.png]¥ =f(%)



, i=0,1,-n. Требуется найти многочлен фиксированной степени m, для которого среднеквадратичное отклонение (СКО) [image: image153.png]


минимально.
Так как многочлен [image: image154.png]2 -
ay taxtax ot ax




определяется своими коэффициентами, то фактически нужно подобрать набор кофициентов [image: image155.png].,




, минимизирующий функцию [image: image156.png]2
Dlag,aya0) = X (Bulx) =20 =2 Ya -
P P



.

Используя необходимое условие экстремума, [image: image157.png]


, k=0,1,-m получаем так называемую нормальную систему метода наименьших квадратов: [image: image158.png]


, k=0,1,-m.

Полученная система есть система алгебраических уравнений относительно неизвестных [image: image159.png].,




. Можно показать, что определитель этой системы отличен от нуля, то есть решение существует и единственно. Однако при высоких степенях m система является плохо обусловленной. Поэтому метод наименьших квадратов применяют для нахождения многочленов, степень которых не выше 5. Решение нормальной системы можно найти, например, методом Гаусса.

Запишем нормальную систему наименьших квадратов для двух простых случаев: m=0 и m=2. При m=0 многочлен примет вид: [image: image160.png]R(x)=a,



. Для нахождения неизвестного коэффициента [image: image161.png]


имеем уравнение:[image: image162.png]D=3
2



. Получаем, что коэффициент [image: image163.png]


есть среднее арифметическое значений функции в заданных точках. 

Если же используется многочлен второй степени [image: image164.png]B(x)=ay +ax+ g



, то нормальная система уравнений примет вид:

[image: image165.png]


.
ПРИМЕР 1. Приближение функции по методу наименьших квадратов.

Пусть функция задана таблицей своих значений: 
	x
	-3
	-1
	0
	1
	3

	y
	-4
	-0.8
	1.6
	2.3
	1.5


Приблизим функцию многочленом 2-ой степени. Для этого вычислим коэффициенты нормальной системы уравнений: 

[image: image166.png]


, [image: image167.png]


, [image: image168.png]


, [image: image169.png]



[image: image170.png]


, [image: image171.png]


, [image: image172.png]



Составим нормальную систему наименьших квадратов, которая имеет вид:

[image: image173.png]5a; + Oaq+ 20a,=06
0y +20q,+ Oay=19.6
20q, + Og, +164a, = 21




Решение системы легко находится:[image: image174.png]


, [image: image175.png]


, [image: image176.png]


.

Таким образом, многочлен 2-ой степени найден: [image: image177.png]234 +0.98x -0279x"




.

Предположим, что функцию f можно с высокой точностью аппроксимировать многочленом [image: image178.png]B(x)



некоторой степени m. Если эта степень заранее неизвестна, то возникает проблема выбора оптимальной степени аппроксимирующего многочлена в условиях, когда исходные данные [image: image179.png]s



содержат случайные ошибки. Для решения этой задачи можно принять следующий алгоритм: для каждого m=0, 1, 2,.. вычисляется величина [image: image180.png]


. За оптимальное значение степени многочлена следует принять то значение m, начиная с которого величина [image: image181.png]


стабилизируется или начинает возрастать.

ПРИМЕР 2. Нахождение оптимальной степени многочлена.

% Функция задана таблицей значений. Аппроксимировать её многочленом по МНК

% Введём функцию (x, f(x))

x=[0,1.13,1.5,2.25,3];

y=[4.57,0.68,0.39,-1.9,-4.4];

% Вычислим приближения с различной степенью

p0 = polyfit(x, y, 0);
p1 = polyfit(x, y, 1);

p2 = polyfit(x, y, 2);
p3 = polyfit(x, y, 3);

% Вычислим ошибки (СКО) в квадрате

y0 = polyval(p0, x);
y1 = polyval(p1, x);
y2 = polyval(p2, x);

y3 = polyval(p3, x);

err0 = 1 / (4 - 0) * sum((y - y0) .^ 2);
err1 = 1 / (4 - 1) * sum((y - y1) .^ 2);
err2 = 1 / (4 - 2) * sum((y - y2) .^ 2);
err3 = 1 / (4 - 3) * sum((y - y3) .^ 2);

% Сравнивая, видим, что лучшую точность даёт n = 1

err0

err1

err2

err3

>> 

err0 = 11.0956

err1 = 0.1308

err2 = 0.1962

err3 = 0.1803

8.2 Определение параметров эмпирической зависимости

Часто из физических соображений следует, что зависимость [image: image182.png]


между величинами хорошо описывается моделью вида [image: image183.png]¥ =g(xay,a,...a)



, где вид зависимости g известен. Тогда применение критерия наименьших квадратов приводит к задаче определения искомых параметров [image: image184.png].,




из условия минимума функции: [image: image185.png]D,y n) = D (2 0,00 ) = 2)



.

ПРИМЕР 3. Вывод нормальной системы уравнений для нахождения параметров эмпирической зависимости.

Выведем систему уравнений для определения коэффициентов [image: image186.png]


и [image: image187.png]


функции [image: image188.png]g(x) = acos(x) +b5°



, осуществляющей среднеквадратичную аппроксимацию заданной функции [image: image189.png]


по [image: image190.png]n+l



точкам. Составим функцию[image: image191.png]2
Plab)= %) +ox =)
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 и запишем для нее необходимое условие экстремума:

[image: image192.png]3P _&
E:ZﬂZ(ﬁcos(x,)*bf ~y)cos(x) =0
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Тогда нормальная система примет вид: 

[image: image193.png][i(cos(x,))’]a +[i<sos<m>rf] S costn)
& & &
[i(cos(x,)xf]a +[ixf]b :iwf

2 &




Получили линейную систему уравнений относительно неизвестных параметров, которая легко решается. 
Если зависимость от параметров   [image: image194.png]@y,



нелинейна, то экстремум функции [image: image195.png]D,y n) = D (2 0,00 ) = 2)



ищут методами минимизации функций нескольких переменных.
8.3 Многочлены Бернштейна

Предположим, что функция  
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Можно доказать, что при 
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[image: image202.wmf]0

³

k

 имеет место предельное соотношение для производных: 
[image: image203.wmf]).

(

)

(

lim

)

(

)

(

x

f

x

B

k

k

n

n

=

¥

®


Наконец, известно, что если число 
[image: image204.wmf]L
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Это, конечно, позволяет оценивать ошибку, которая возникает при соответствующей интерполяционной замене.
Сказанное выше для случая функции 
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Итак, пусть имеется функция 
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причем реально она задана в узлах решетки
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при заранее фиксированных натуральных числах 
[image: image212.wmf]n

и 
[image: image213.wmf]m

. Построим по этой информации следующий многочлен от двух переменных:
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где 
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 - биномиальные коэффициенты. Это - многочлен Бернштейна для заданной функции на заданной решетке. С его помощью так же можно осуществлять интерполяцию, принимая его значение в той или иной точке квадрата за значение самой функции. Можно доказать, что для любой точки квадрата имеет место неравенство:
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которое позволяет оценить погрешность интерполяции. (Здесь константы 
[image: image217.wmf]P

 и 
[image: image218.wmf]Q

 удовлетворяют в рассматриваемом квадрате неравенствам).
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Замечание. Случай одной переменной рассматривался выше на отрезке [0, 1], а случай двух переменных - в единичном квадрате. В действительности, рассмотрения возможны на любом отрезке [a,b] и на любом прямоугольнике [a,b;c,d]. Для этого в исходной ситуации (т.е. на произвольном отрезке или на произвольном прямоугольнике нужно сделать линейную замену переменных).

Подробнее: пусть функция 
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Положим
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если теперь в 
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, заданной уже на отрезке [0, 1]. Аналогично, в случае двух переменных надо сделать замену:
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после чего возникнет ситуация единичного квадрата. 
Задание для самостоятельной работы

1. Построить приближение таблично заданной функции по методу наименьших квадратов многочленами 0-ой, 1-ой и 2-ой степеней.

	X
	-2
	-1
	0
	1
	2

	Y
	9.9
	5.1
	1.9
	1.1
	1.9


Построить графики функции и найденных многочленов.

2. Функция y=a/x+b задана таблицей своих значений.

	x
	0.1
	0.2
	0.5

	y
	10.22
	5.14
	2.76


Найти параметры a  и b по методу наименьших квадратов. 

Указание. Предварительно свести задачу к линейной, сделав замену: t=1/x. Тогда функция y приближается многочленом 1-ой степени a t+b. 

3. Вывести нормальную систему уравнений для определения параметров a, b, c функции g(x)=a sin(x)+b cos(x)+c, осуществляющей среднеквадратичную аппроксимацию таблично заданной функции y(x).

Вопросы

1. Сформулируйте постановку задачи приближения функции по методу наименьших квадратов.

2. Что такое среднеквадратичное отклонение.

3. Как определить степень приближающего многочлена.

4. Из какого условия выводится нормальная система наименьших квадратов.

9 Интерполяция функций

9.1 Постановка задачи интерполяции функций

Пусть функция y = f(x) задана таблицей своих значений: 

[image: image231.png]2E-DE=2) L GAYE-DE=2)  GHDax-T)
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, i=0,1,...n. Требуется найти многочлен степени n, такой, что значения функции и многочлена в точках таблицы совпадают:

[image: image232.png]


, i=0,1,... n. 

Справедлива теорема о существовании и единственности интерполяционного многочлена.
Одна из форм записи интерполяционного многочлена - многочлен Лагранжа:

[image: image233.png]Lw=3
Soi



, где 
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Многочлен [image: image235.png]Ly(x)



представляет собой многочлен степени n, удовлетворяющий условию

[image: image236.png]1, i=j
S Iy



.

Таким образом, степень многочлена [image: image237.png]


равна n и при [image: image238.png]


в сумме обращаются в нуль все слагаемые, кроме слагаемого с номером [image: image239.png]


, равного [image: image240.png]Vi



. Поэтому многочлен Лагранжа является интерполяционным.

ПРИМЕР 1.Построение многочлена Лагранжа.

По таблице построим интерполяционный многочлен:
	x
	-1
	0
	1
	2

	y
	4
	2
	0
	1
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= [image: image242.png]



% Построить интерполяционный многочлен Лагранжа

% Введём табличную функцию 

x = [-1 0 1 2];

y = [4 2 0 1];

% Построим интерполяционный многочлен (аппроксимация четвёртой степени)

p = polyfit(x, y, 4);

% Коэффициенты интерполяции \sum_{i=0}^n p(i) x^i

p

>>
	P =
	1.2500
	-2.0000
	-1.2500
	0
	2.0000


Другая форма записи интерполяционного многочлена - интерполяционный многочлен Ньютона с разделенными разностями. Пусть функция f задана с произвольным шагом и точки таблицы занумерованы в произвольном порядке. Величины [image: image243.png]S ) = F &)

ENEE

S i) =



называют разделенными разностями первого порядка. Разделенные разности второго порядка определяются формулой:

[image: image244.png]S Giags g = F (5 %)
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.

Определение разделенной разности порядка [image: image245.png]


таково: 

[image: image246.png]b Tt




. 

Используя разделенные разности, интерполяционный многочлен Ньютона можно записать в следующем виде:

[image: image247.png]



[image: image248.png]



ПРИМЕР 2. Построение интерполяционного многочлена Ньютона с разделенными разностями. 

По таблице значений функции из ПРИМЕРА 1 построим интерполяционный многочлен Ньютона. Составим таблицу разделенных разностей:
	x
	f(x)
	f(xi, xi+1)
	f(xi, xi+1, xi+2 )
	f(xi, xi+1, xi+2, xi+23 )

	-1
	4
	-2
	0
	1/2

	0
	2
	
	
	

	1
	0
	-2
	3/2
	

	2
	1
	1
	
	


Теперь запишем интерполяционный многочлен Ньютона:

[image: image249.png]g(x):472(x+1)+%(x+1)x(x*1)




/

Отметим, что в силу единственности интерполяционного многочлена, мы получили тот же самый многочлен, что в ПРИМЕРЕ 1.
Величину [image: image250.png]R(x)=|/(x)- B ()|



называют погрешностью интерполяции или остаточным членом интерполяции.

9.2 Оценка погрешности интерполяции
Если функция n+1 раз на отрезке [a,b] , содержащем узлы интерполяции [image: image251.png]


, i=0,1,...n, то для погрешности интерполяции справедлива оценка: 

[image: image252.png]max /-5l +‘DJM



. Здесь [image: image253.png]2|
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, [image: image254.png]e
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.

Эта оценка показывает, что для достаточно гладкой функции при фиксированной степени интерполяционного многочлена погрешность интерполяции стремится к нулю не медленнее, чем величина, пропорциональная [image: image255.png]


. Этот факт формулируют так: интерполяционный многочлен степени n аппроксимирует функцию с (n+1) порядком точности относительно [image: image256.png]


.

ПРИМЕР 3. Использование остаточного члена интерполяции.

Пусть требуется составить таблицу функции [image: image257.png]y=lnx



на отрезке [1,10]. Какой величины должен быть шаг h, чтобы при линейной интерполяции значение функции восстанавливалось с погрешностью не меньшей [image: image258.png]=107



?

Запишем остаточный член интерполяции при линейной интерполяции:
[image: image259.png]B w2y
4.21



.

Так как [image: image260.png]Si@==




, то [image: image261.png]M =maxl/l=1
na;



. Тогда [image: image262.png]


. Следовательно, [image: image263.png]B <2210 03



.

В практическом плане формула Ньютона обладает преимуществами перед формулой Лагранжа. Предположим, что в необходимо увеличить степень многочлена на единицу, добавив в таблицу еще один узел [image: image264.png]E



. При использовании формулы Лагранжа это приводит к необходимости вычислять каждое слагаемое заново. Для вычисления [image: image265.png]Ba(x)



достаточно добавить к [image: image266.png]B(x)



лишь очередное слагаемое: [image: image267.png]J (i By K )X = %) (= 7). (2 — %)



. Если функция f достаточно гладкая, то справедливо приближенное равенство [image: image268.png]F @) =B (x) s By (x)=F(x)



. Это равенство можно использовать для практической оценки погрешности интерполяции: [image: image269.png]|Ba@-EG)|




.
Задание для самостоятельной работы

1. Построить интерполяционные многочлены Лагранжа и Ньютона, приближающие табличную функцию:

	x
	0
	2
	4

	y
	3
	0
	2


2. Функция y = sin(x) приближается на отрезке интерполяционным многочленом по значениям в точках 0, [image: image270.png]/8



, [image: image271.png]/4



. Оценить погрешность интерполяции на этом отрезке. 

3. Определить степень многочлена Лагранжа на равномерной сетке, обеспечивающую точность приближения функции [image: image272.png]


на отрезке [0, 1] не хуже 0.001. 

4. Пусть в точках [image: image273.png]


и [image: image274.png]


известны не только значения функции [image: image275.png]


и [image: image276.png]


, но и значения производных [image: image277.png]


и  [image: image278.png]


. В этом случае узлы называются кратными. Построить интерполяционный многочлен с кратными узлами.

Вопросы

1. Сформулируйте постановку задачи  приближения функции по методу интерполяции.

2. Запишите интерполяционный многочлен Ньютона и интерполяционный многочлен Лагранжа первой степени.

3. Сформулируйте теорему об оценке погрешности интерполяции.

4. Какие преимущества имеет запись интерполяционного многочлена по формуле Ньютона перед формулой Лагранжа.

10 Интерполяция сплайнами
10.1 Глобальная и кусочно-полиномиальная интерполяция

Пусть функция f(x) интерполируется на отрезке [a, b]. Метод решения этой задачи с помощью единого многочлена [image: image279.png]B(x)



для всего отрезка называют глобальной полиномиальной интерполяцией. В вычислительной практике такой поход применяется редко в силу различных причин. Одна из причин v необходимо задать стратегию выбора узлов при интерполяции функции f многочленами все возрастающей степени n.
Теорема Фабера. Какова бы ни была стратегия выбора узлов интерполяции, найдется непрерывная на отрезке [a, b] функция f, для которой [image: image280.png]max [/ (9-E@®|->w
e



при [image: image281.png]


. Таким образом, теорема Фабера отрицает существование единой для всех непрерывных функций стратегии выбора узлов. Проиллюстрируем сказанное примером.
Предположим, что выбираем равноотстоящие узлы, то есть [image: image282.png]=a+ih




, i = 0, 1,...n, где [image: image283.png]


. Покажем, что для функции Рунге такая стратегия является неудачной.

ПРИМЕР 1. Глобальная интерполяция функции Рунге (рис. 10.1).

% Интерполяция функции Рунге

% Введём функцию Рунге

f = inline('1./(1+25*x.^2)');

% Вычислим таблицу значений

x = linspace(-1, 1, 10);

y = f(x);

% Проинтерполируем функцию Рунге многочленами Лагранжа

p = polyfit(x, y, 10);

xx = linspace(-1, 1, 100);

yy = polyval(p, xx);

axes('NextPlot', 'Add');

% Покажем, что глобальная аппроксимация плохо работает для функции Рунге

plot(x, y);

plot(xx, yy, 'Color', 'r');

[image: image284.jpg]



Рис. 10.1 - Глобальная интерполяция функции Рунге
% С увеличением узлов сетки, ситуация только ухудщается

% Вычислим таблицу значений. 20 узлов сетки

x = linspace(-1, 1, 20);

y = f(x);

% Проинтерполируем функцию Рунге многочленами Лагранжа

p = polyfit(x, y, 20);

xx = linspace(-1, 1, 100);

yy = polyval(p, xx);

figure
axes('NextPlot', 'Add');

% Покажем, что глобальная аппроксимация плохо работает для функции Рунге

plot(x, y);

plot(xx, yy, 'Color', 'r');

[image: image285.jpg]



Рис. 10.2 - интерполяция функции Рунге многочленами Лагранжа
На практике чаще используют кусочно-полиномиальную интерполяцию: исходный отрезок разбивается на части и на каждом отрезке малой длины исходная функция заменяется многочленом невысокой степени. Система Mathcad предоставляет возможность аппроксимации двумя важными классами функций: кусочно-линейной и сплайнами.

При кусочно-линейной интерполяции узловые точки соединяются отрезками прямых, то есть через каждые две точки [image: image286.png](%, /(%)



, [image: image287.png](%, S (%))



проводится полином первой степени.

ПРИМЕР 2. Кусочно-линейная интерполяция функции Рунге.

% Кусочно-линейная интерполяция функции Рунге

% Введём функцию Рунге
f = inline('1./(1+25*x.^2)');

% Вычислим таблицу значений

x = linspace(-1, 1, 10);

y = f(x);

% Начертим график кусочно-линейной аппроксимации (рис. 10.3)
plot(x, y);

[image: image288.jpg]



Рис. 10.3 - график кусочно-линейной аппроксимации
Как видно из приведенного примера этот способ приближения также имеет недостаток: в точках «стыка» двух соседних многочленов производная, как правило, имеет разрыв.
Если исходная функция была гладкой и требуется, чтобы и аппроксимирующая функция была гладкой, то кусочно-полиномиальная интерполяция неприемлема. В этом случае применяют сплайны v специальным образом построенные гладкие кусочно-многочленные функции.

10.2 Интерполяция сплайнами

Пусть отрезок [a,b] разбит точками на n частичных отрезков [image: image289.png](%, %)



. Сплайном степени m называется функция [image: image290.png]S, (x)



, обладающая следующими свойствами:

1) функция [image: image291.png]S, (x)



непрерывна на отрезке [a,b] вместе со своими производными до некоторого порядка p;
2) на каждом частичном отрезке [image: image292.png][



функция совпадает с некоторым алгебраическим многочленом [image: image293.png]Ba(x)



степени m.

Разность m-p между степенью сплайна и наивысшим порядком непрерывной на отрезке [a ,b] производной называют дефектом сплайна. Кусочно-линейная функция является сплайном первой степени с дефектом, равным единице. Действительно, на отрезке [a ,b] сама функция [image: image294.png]Si(x)



 (нулевая производная) непрерывна. В то же время на каждом частичном отрезке [image: image295.png]Si(x)



 совпадает с некоторым многочленом первой степени.

ПРИМЕР 3. Построение параболического сплайна.

Пусть дан фрагмент таблицы значений функции:
	x
	-1
	0
	1

	y
	1.5
	0.5
	2.5


Требуется построить параболический сплайн дефекта 1.
Так как строится сплайн [image: image296.png]Sy(x)



, то он будет представлен двумя полиномами 2-ой степени:

[image: image297.png]Bi@=a+hrterd | xelz,x]

By =ay+hxted  xelx,x]



.
Функция [image: image298.png]Sy(x)



должна удовлетворять условиям:

[image: image299.png]Sy(x) =y



 - это есть условие интерполяции;

[image: image300.png]Ri(m)=Ra(x)



 - это есть условие непрерывности первой производной.

Таким образом, получили 5 условий для нахождения 6-сти неизвестных. Два условия дополнительно накладывают на сплайн в граничных точках.
Возьмем, например дополнительное граничное условие следующего вида [image: image301.png]Si(x)=0



.
Тогда получим систему уравнений относительно неизвестных коэффициентов [image: image302.png]ay,by.oy.ay,by,0,



:
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Эта система легко решается:

[image: image304.png]


, [image: image305.png]


, [image: image306.png]


, [image: image307.png]


, [image: image308.png]


, [image: image309.png]


.

Таким образом:
 [image: image310.png]05-2x-x" xe[-10]
05-2x+4x" xe[0,1]



.
Наиболее широкое распространение получили сплайны 3 степени (кубические сплайны) [image: image311.png]S(x)



с дефектом равным 1 или 2. Система для осуществления сплайн-интерполяции кубическими полиномами предусматривает несколько встроенных функций. Одна из них рассмотрена в примере.

ПРИМЕР 4 . Построение сплайн-интерполяции (рис. 10.4).

% Построить интерполяцию сплайнами функции Рунге

% Введём функцию Рунге
f = inline('1./(1+25*x.^2)');

% Вычислим таблицу значений

x = linspace(-1, 1, 10);

y = f(x);

% Вычислим сплайн-интерполяцию
xx = linspace(-1, 1, 100);

yy = spline(x, y, xx);

% Начертим графики
axes('NextPlot', 'Add');

plot(x, y, 'LineWidth', 2);

% Красным на графике - аппроксимация, жирным - исходная функция.

plot(xx, yy, 'Color', 'r');

[image: image312.jpg]



Рис. 10.4 - построение сплайн-интерполяции
Погрешность приближения кубическими сплайнами.

Пусть функция f имеет на отрезке [a,b] непрерывную производную четвертого порядка и [image: image313.png]My =max|/ )|
[ab]



.

Тогда для интерполяционного кубического сплайна справедлива оценка погрешности: [image: image314.png]r?%]x\f(r) -S| CMi,



.

Задание для самостоятельной работы

1. Функция y = f(x) задана таблицей своих значений.
	  X
	  0
	 0.2
	 0.4
	 0.6
	 0.8
	 1

	  Y
	 0.75
	 1.1
	 1.35
	 1.25
	 1.05
	 0.8


Предложить способы интерполирования для нахождения значений функции в точках 0.24, 0.5, 0.96.

2. Функция y = f(x) задана таблицей своих значений.
	X
	0
	1
	2

	Y
	1
	4
	6


Построить интерполяционный кубический сплайн с граничными условиями [image: image315.png]5'(0)=5'@2)



, [image: image316.png]510)=5"(2)



.

3. Проинтерполировать функцию задачи 2 методом кусочно-линейной интерполяции и построить график исходной функции и найденных многочленов.

Вопросы

1. Объясните разницу между глобальной и кусочно-полиномиальной интерполяцией. Почему на практике чаще используется кусочно-полиномиальная интерполяция.

2. Дайте определение интерполяционного сплайна m-ой степени.

3. Что такое дефект сплайна.

4. Запишите формулу сплайна первой степени с дефектом единица.

11 Численное дифференцирование

Производная функции есть предел отношения приращения функции к приращению независимой переменной при стремлении к нулю приращения независимой переменной:
[image: image317.png]& 4
o s



.

При численном нахождении производной заменим отношение бесконечно малых приращений функций и аргумента [image: image318.png]


отношением конечных разностей. Очевидно, что чем меньше будет приращение аргумента, тем точнее численное значение производной.

11.1 Первая производная. Двухточечные методы

Для двухточечных методов при вычислении производных используется значение функции в двух точках. Приращение аргумента задается тремя способами, откладывая Δx = h вправо, влево и в обе стороны от исследуемой точки. Соответственно получается три двухточечных метода численного дифференцирования (табл. 11.1):
Таблица 11.1 Три двухточечных метода численного дифференцирования

	метод 1
	[image: image319.png]P by _ b -y
dx  hx Ax





	метод 2
	[image: image320.png]by _y@-yx-bn
dx  hx Ax





	метод 3
	[image: image321.png]b by yatbn)-y(x-bn)
dx  hx 248x






Суть указанных методов проиллюстрирована на рисунке (рис. 11.1). Численное значение тангенса угла α образованного касательной к графику y(x) и осью абсцисс, показывает точное значение производной (геометрический смысл производной). Тангенсы углов α1, α2, α3 соответствуют приближенным значениям производных, определенных методами 1, 2, 3 соответственно (подумайте почему?).
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Рис. 11.1 - двухточечные методы численного дифференцирования
ПРИМЕР.
Вычислить точное и приближенное (тремя методами) значения производной функции y=x*x в точке x=1 с шагом h=1 и h=0.001.

Аналитическое решение: y'=2x , y'(1)=2,

Численное решение для шага: h=1
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, 

для шага h=0.001 
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11.2 Вычисление первых производных по трёхточечным схемам
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Расчетные формулы для указанной трехточечной схемы имеют вид:
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11.3 Вычисление производных второго порядка

Вторая производная вычисляется как первая производная от первой производной. Для следующей пятиточечной схемы (рис. 11.2):
[image: image327.png]



Рис. 11.2 - пятиточечная схема
расчетная формула имеет вид:

[image: image328.png]
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ПРИМЕР.
Написать программу для нахождения второй производной функции y = 2 * x4
в точке x=1 с шагом h=0.01, сравнить с точным значением.

Аналитическое значение

[image: image330.png]24 %7y,

24



.

Приближенное значение
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Структура программы (ртабл. 11.2):

Таблица 11.2 - Структура программы
	Описание x,y,h

	X=1; h=0.01

	[image: image332.png]&y e -27y6 +ye-h)
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	Вывод [image: image333.png]





11.4 Вычисление производных третьего порядка

Производные третьего порядка вычисляются как первая производная от производной второго порядка. Для рассмотренной пятиточечной схемы расчетная формула имеет вид:
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Задание для самостоятельной работы

1. Вычислить значение производной в произвольной точке x=x0 аналитически и численно тремя методами для пяти значений приращения аргумента Δx=1; 0.2; 0.1; 0.01; 0.001. Результаты расчета вывести на экран и распечатать в виде таблицы 

Таблица вывода результатов расчета:

	Δx
	y(x) 
	y'(x) 
	[image: image335.png]



	[image: image336.png]p(x)-y(x- Ax)
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	[image: image337.png]ot M) y(x- Ax)
T





	1
	
	
	
	
	

	0.2
	
	
	
	
	

	0.1
	
	
	
	
	

	0.01
	
	
	
	
	

	0.001
	
	
	
	
	


Варианты функций:

	Вар.
	Вид функции
	Вар.
	Вид функции

	1
	x(t)=Ae-at sin(ωt+b)
	14
	y=ctgm (ax)

	2
	x(t)=Aeat cos(ωt+b)
	15
	y(x)=(eax-e-ax)n

	3
	[image: image338.png]ax’ +bx+c

y(x)=hn L5 HOEHE
axl +hxte




	16
	x(t)=tat

	4
	уυ(t)=cos2(at+b)
	17
	y(x)=(ax)sin(bx)

	5
	yυ(t)=sin2(at+b)
	18
	[image: image339.png]y(x) = arctg™






	6
	[image: image340.png](@) = AJa+cos? (g7




	19
	[image: image341.png]8@ =JA-24"





	7
	q(t)=(a-btn)n
	20
	[image: image342.png]atbx.

»(x) = ctg" (arcsin ]n £°0)

c+dx





	8
	y(x)=xncos(ax)
	21
	R(φ)=arccosm(a+bφn)

	9
	[image: image343.png]sin(bx)

yD)=




	22
	r(φ)=csin(aφ+b)

	10
	[image: image344.png]



	23
	y(x)=ln(tgn(ax+b))

	11
	[image: image345.png]_ sin*g)
cos™(g)





	24
	vυ(t)=loga(tn+bm)k

	12
	S(φ)=Вcоsn(aφ+b) 
	25
	S(φ)=Asinn(aφ+b) 

	13
	y=tgax( x/a )
	26
	X(t)=lg(atn+b)


Примечание. Значение параметров a, b, c, d, m, n, A, B выбрать самостоятельно.

12 Численное интегрирование

Определенным интегралом функции f(x), взятом в интервале от a до b, называется предел, к которому стремится интегральная сумма [image: image346.png]T 7G)AX,
=l i



при стремлении всех промежутков ∆xi к нулю:
[image: image347.png]]/(x)dx lim % /(A%

501



.
При приближенном вычислении определенного интеграла шаг интегрирования h=∆x выбирается конечным: [image: image348.png]{f(X)dx = Jim 31 S 3,



, где Ii - элемент интегральной суммы. Заменяя подынтегральную функцию на каждом шаге отрезками линий нулевого, первого и второго порядков, получаем приближенные формулы для вычисления интеграла методами прямоугольников, трапеций и Симпсона соответственно.

1. Приближенные формулы для вычисления интеграла методом прямоугольников (рис 12.1).
[image: image349.png]¥

F(x)

o

{-s,41

Soth




Рис. 12.1 - вычисление интеграла методом прямоугольников
Правило прямоугольников (n=0). Заменяем график функции F(x) горизонтальной линией (линий нулевого порядка) и вычисляем значение элемента интегральной суммы как площадь прямоугольника

[image: image350.png]Ao A
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, где h - шаг интегрирования, у0 - значение функции в точке х=х0
у(х0)=у0
2. Приближенные формулы для вычисления интеграла методом трапеций (рис. 12.2).
[image: image351.png]FG)





Рис. 12.2. - вычисление интеграла методом трапеций
Правило трапеций (n=1). Заменяем график функции F(x) прямой, проходящей через две точки (х0,у0) и (х0+h,у1), и вычисляем значение элемента интегральной суммы как площадь трапеции

[image: image352.png]ath Yo+n
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3. Приближенные формулы для вычисления интеграла методом Симпсона (рис. 12.3).
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Рис. 12.3. - вычисление интеграла методом Симпсона
Правило Симпсона (n=2). Заменяем график функции F(x) квадратичной параболой, проходящей через три точки с координатами (х0,у0), (х0+h,у1), (х0+2h,у2). Расчетную формулу для вычисления элемента интегральной суммы получим, используя интерполяционный многочлен Лагранжа, в виде: y(x)=y0A0(x)+y1A1(x)+y2A2(x), где:
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При x0=0; x1=h; x2=2h, получим:
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При интегрировании на отрезке [a,b] расчетные формулы для методов прямоугольника, трапеций и Симпсона имеют вид:
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,
где h - шаг по x, fa, fi, fb - значения функции при x равном a, xi, b соответственно.

Для метода прямоугольников приведены две расчетные формулы, так как площадь прямоугольника на каждом шаге интегрирования может определяться по левой или правой стороне. Суть метода прямоугольников для отрезка [a, b] проиллюстрирована на рисунке, при этом площадь под кривой f(x) (вспомните геометрический смысл определенного интеграла) заменена суммой площадей заштрихованных прямоугольников (рис. 12.4).

[image: image358.png]fnafb





Рис. 12.4 - суть метода прямоугольников для отрезка [a, b]
Задание для самостоятельной работы

1. Вычислить значение определенного интеграла [image: image359.png]I= Tf(x)dx



аналитически и численно четырьмя методами для пяти значений N, где N – число разбиений интервала интегрирования N=10; 20; 50; 100; 1000. Результаты расчета вывести на экран и распечатать в виде таблицы. Представление результатов расчета:

	N
	Аналит. Значение
	Метод 

прямоуг. 1 
	Метод прямоуг. 2
	Метод трапеций
	Метод Симпсона

	10
	  
	  
	  
	  
	  

	20
	  
	  
	  
	  
	  

	50
	  
	  
	  
	  
	  

	100
	  
	  
	  
	  
	  

	1000
	  
	  
	  
	  
	  


2. Построить графики функций I=F(N). 

Варианты интегралов приведены в таблице:

	Вар.
	Вид интеграла
	Вар.
	Вид интеграла

	1
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13 Решение задачи Коши одношаговыми методами

13.1 Постановка задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка

Пусть дано дифференциальное уравнение первого порядка [image: image386.png]=7y



. Требуется найти функцию [image: image387.png]


, удовлетворяющую при [image: image388.png]>ty



дифференциальному уравнению и при [image: image389.png]


начальному условию [image: image390.png]y) =y



. 
Теорема существования и единственности задачи Коши. Пусть функция [image: image391.png]ft»)



определена и непрерывна на множестве точек:
 [image: image392.png]{ty<t<T,—w <y <o}



. 

Предположим также, что она удовлетворяет условию Липшица: [image: image393.png]|7y - Ty <Ly - 1]



, для всех [image: image394.png]


и произвольных [image: image395.png]


, [image: image396.png]


, 

где [image: image397.png]


- некоторая константа (постоянная Липшица). 

Тогда для каждого начального значения [image: image398.png]


существует единственное решение [image: image399.png]


 задачи Коши, определенное на отрезке [image: image400.png][t 71



.
Геометрически задача интегрирования дифференциальных уравнений состоит в нахождении интегральных кривых, которые в каждой своей точке имеют заданное направление касательной. Заданием начального условия мы выделяем из семейства решений ту единственную кривую, которая проходит через фиксированную точку [image: image401.png](tas¥0)



.
13.2 Численное решение задачи Коши методом Эйлера

Численное решение задачи Коши состоит в построении таблицы приближенных значений [image: image402.png]


в точках [image: image403.png]ttys.

J,



. Точки [image: image404.png]


, [image: image405.png]


называются узлами сетки, а величина [image: image406.png]


- шагом сетки. В основе построения дискретной задачи Коши лежит тот или иной способ замены дифференциального уравнения его дискретным аналогом. Простейший метод основан на замене левой части уравнения правой разностной производной: [image: image407.png]Yin = Vi
Gy



. Разрешая уравнение относительно [image: image408.png]


, получаем расчетную формулу метода Эйлера: [image: image409.png]Vet =V ROy



, [image: image410.png]


. 

ПРИМЕР 1. Решение задачи методом Эйлера.

Применяя метод Эйлера, найти решение задачи Коши: [image: image411.png]{y’:yft
(0)=15



 в трех последовательных точках [image: image412.png]


, [image: image413.png]


, [image: image414.png]


. Найти точное решение задачи и найти величину абсолютной погрешности в указанных точках. 

Возьмем шаг [image: image415.png]0.2



. Используя расчетную формулу Эйлера, найдем приближенное решение задачи Коши:

[image: image416.png]Yi=yp+02(yy—£)=15+02-15=1.8



, [image: image417.png]Yo=y+02(y,—1)=18+02-(1.8-0.2)=2.12



, [image: image418.png]2.464

5)=2.12+02-(2.12-04

¥3=y,+0.2(y,



. 

Таким образом, получили численное решение задачи Коши с шагом [image: image419.png]


:
	[image: image420.png]
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	[image: image421.png]
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В этой задаче легко находится точное решение, например, методом вариации постоянной:

[image: image422.png]yE) =05 +t+1



. Вычислим значения точного решения в указанных точках.    
	[image: image423.png]
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Абсолютную погрешность вычислим так: [image: image425.png]


. Тогда [image: image426.png]7 =0.011



, [image: image427.png]r,=0.026



, [image: image428.png]ry=0.047



. Таким образом, максимальная величина погрешности равна [image: image429.png]


.
Численный метод называется  явным, если вычисление решения в следующей точке [image: image430.png]


 осуществляется по явной формуле. Метод называется одношаговым, если вычисление решения в следующей точке [image: image431.png]Yirl



 производится с использованием только одного предыдущего значения [image: image432.png]


. Метод Эйлера является явным одношаговым методом. 

13.3 Оценка погрешности метода Эйлера

Локальной погрешностью метода называется величина [image: image433.png]


. Найдем величину локальной погрешности метода Эйлера: [image: image434.png]= () — Ve = Y& + V') + O -y, — 1t 35) = O(RY)




, при условии, что [image: image435.png]Y=y



. 

Другими словами [image: image436.png]


 погрешность, которую допускает за один шаг метод, стартующий с точного решения. 

Глобальной погрешностью (или просто погрешностью) численного метода называют сеточную функцию [image: image437.png]


 со значениями [image: image438.png]


 в узлах. В качестве меры абсолютной погрешности метода примем величину [image: image439.png]E()=maxly@)-»l
i



.

Можно показать, что для явных одношаговых методов из того, что локальная погрешность имеет вид [image: image440.png]chPH




 следует, что [image: image441.png]E(h) = Mh?



, где [image: image442.png]


и M - некоторые константы.
Таким образом, метод Эйлера является методом первого порядка точности. Для нахождения решения задачи Коши с заданной точностью [image: image443.png]


 требуется найти такое приближенное решение [image: image444.png]


, для которого величина глобальной погрешности [image: image445.png]Eh)y<e



. Так как точное решение задачи неизвестно, погрешность оценивают с помощью правила Рунге. 

Правило Рунге оценки погрешностей. 

Для практической оценки погрешности проводят вычисления с шагами h и h/2. За оценку погрешности решения, полученного с шагом h/2, принимают величину, равную [image: image446.png]


, где p - порядок метода.

ПРИМЕР 2. Оценка погрешности по правилу Рунге.

% Решить задачу Коши методом Эйлера и оценить погрешность по правилу Рунге.

% Введём функцию

f = inline('y-t');

% Начальные условия

y0 = 1.5;

% Точное решение

ye = dsolve('Dy=y-t','y(0)=1.5');

% Приближённое решение по методу Эйлера, t=0..1

n = 100;
h = 1 / n;
y = [];
t0 = 0;
for i=1:n
y(end+1) = y0;
y0 = y0 + h * f(t0, y0);
t0 = t0 + h;
end

% Найдём погрешность решения

t = linspace(0, 1, n);

dy = max(abs(y - subs(ye, t)))

>> 

dy = 0.0301

13.4 Модификации метода Эйлера

Метод Эйлера обладает медленной сходимостью, поэтому чаще применяют методы более высокого порядка точности. Второй порядок точности по [image: image447.png]


 имеет усовершенствованный метод Эйлера: [image: image448.png]Yii = y,+hf(t+ 27%3 f(w »



. Этот метод имеет простую геометрическую интерпретацию. Метод Эйлера называют методом ломаных, так как интегральная кривая на отрезке [image: image449.png][t



 заменяется ломаной с угловым коэффициентом [image: image450.png]FE.y)



. В усовершенствованном методе Эйлера интегральная кривая на отрезке [image: image451.png][t



 заменяется ломаной с угловым коэффициентом, вычисленным в средней точке отрезка [image: image452.png]


. Так как значение [image: image453.png]Yinn



в этой точке неизвестно, для его нахождения используют метод Эйлера с шагом [image: image454.png]


. 

ПРИМЕР 3. Решение задачи усовершенствованным методом Эйлера.

Выполнить 1 шаг длины 0.4 с использованием усовершенствованного метода Эйлера для решения задачи Коши: [image: image455.png]{y’:yﬂz
y=0



.

Зададим шаг [image: image456.png]0.4



. Тогда решение в точке 1.4 находится так:

[image: image457.png]h
Np=Yo+ 5 S tor0)=





 INCLUDEPICTURE "http://www.exponenta.ru/educat/class/courses/vvm/theme_10/images/image008.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image458.png]


= [image: image459.png]



[image: image460.png]= yn+hf(t+ ,yﬂ,z) 0+0.4(0.2+1.44) = 0.584




Таким образом [image: image461.png]


.

Еще одна модификация метода Эйлера второго порядка - метод Эйлера-Коши:

[image: image462.png]P =904 (04 S sy + b 7)




Решение систем дифференциальных уравнений методом Эйлера.

Пусть требуется решить нормальную систему дифференциальных уравнений: 

[image: image463.png]Y= AE Y1070





с начальными условиями:

 [image: image464.png]Y1) =y



, [image: image465.png]yot))=ryxn



, ..., [image: image466.png]Yulta) =Yoo




Эту систему в векторной форме можно записать в виде:

 [image: image467.png]Y'=f{t,Y)



, [image: image468.png]Y(E)=Y,



. 

Здесь

 [image: image469.png]1@
YO =| .
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, [image: image470.png]J@y1eyn)




, [image: image471.png]Y, =

patil

Jan



. 

Расчетная формула метода Эйлера имеет вид:

 [image: image472.png]Y =Y, + A (4,Y,)



, [image: image473.png]


. 

Задание для самостоятельной работы

1. Найти решение задачи Коши методом Эйлера-Коши:[image: image474.png]y'=0.5ty



, [image: image475.png]


в точках 1.2 и 1.4.

2. Для задачи Коши [image: image476.png]


, [image: image477.png]


  методом Эйлера найти решение в двух последовательных точках 0.2, 0.4 с точностью 0.1. Погрешность оценивать с помощью правила Рунге.

3. Сделать 2 шага длины 0.1 с использованием  метода Эйлера для решения задачи Коши: [image: image478.png]Y =t+y+z
Z=y-2*

y(0)=0, z(0)=2





Вопросы

1. Запишите постановку задачи Коши и сформулируйте теорему существования и единственности.

2. Запишите расчетную формулу метода Эйлера. Дайте геометрическую интерпретацию метода.

3. Что такое локальная и глобальная погрешности.

4. Сформулируйте правило Рунге для оценки погрешности.
5. Выведите оценку локальной погрешности метода Эйлера.
14 Численное интегрирование систем дифференциальных уравнений

Системой дифференциальных уравнений называется система вида
[image: image479.png]@
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где x - независимый аргумент;
yi - зависимая функция, [image: image480.png]


;
yi|x=x0 =yi0 - начальные условия.

Функции yi(x), при подстановке которой система уравнений обращается в тождество, называется решением системой дифференциальных уравнений.
Численные методы решения систем дифференциальных уравнений.
1. Метод Эйлера. 

yij+1=yij+hfi(xi,y1j y2j..ynj)

[image: image481.png]



j - номер шага.

xj+1=xj+h.
2. Модифицированный метод Эйлера. 

ki1=h*fi(xj,y1j..ynj)

ki1=h*fi(xj+h,y1j+ki1..ynj+ki2)

yij+1=yij+(ki1+ki2)/2

xj+1=xj+h

3. Метод Рунге-Кутта четвертого порядка. 

ki1=hfi(xj,y1j..ynj)

ki2=hfi(xj+h/2,y2j+ki1/2,..,ynj+kn1/2)

ki3=hfi(xj+h/2,y2j+ki2/2,..,ynj+kn2/2)

ki4=hfi(xj+h,y1j+ki2,..,ynj+kn3)

yij+1=yij+(ki1+2ki2+2ki3+ki4)/6

xj+1=xj+h

Дифференциальным уравнением второго порядка называется уравнение вида:

	F(x,y,у',y")=0
	(1) 


или
	y"=f(x,y,y').
	(2)


Функция y(x), при подстановке которой уравнение обращается в тождество, называется решением дифференциального уравнения.
Численно ищется частное решение уравнения (2), которое удовлетворяет заданным начальным условиям, то есть решается задача Коши.
Для численного решения дифференциальное уравнение второго порядка преобразуется в систему двух дифференциальных уравнений первого порядка и приводится к машинному виду (3). Для этого вводится новая неизвестная функция [image: image482.png]


, слева в каждом уравнении системы оставляют только первые производные неизвестных функций, а в правых частях производных быть не должно:

	[image: image483.png]7‘:/1(th)
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	(3)


Функция f2(x, y1, y) в систему (3) введена формально для того, чтобы методы, которые будут показаны ниже, могли быть использованы для решения произвольной системы дифференциальных уравнений первого порядка. Рассмотрим несколько численных методов решения системы (3). Расчетные зависимости для i+1 шага интегрирования имеют следующий вид. Для решения системы из n уравнений расчетные формулы приведены выше. Для решения системы из двух уравнений расчетные формулы удобно записать без двойных индексов в следующем виде:

1. Метод Эйлера. 

у1,i+1=у1,i+hf1(xi, y1,i, yi),

уi+1=уi+hf2(xi, y1,i, yi),

xi+1=xi+h.

2. Метод Рунге-Кутта четвертого порядка. 

у1,i+1=у1,i+(m1+2m2+2m3+m4)/6,

уi+1=уi+(k1+2k2+2k3+k4)/6,

m1=hf1(xi, y1,i, yi),

k1=hf2(xi, y1,i, yi),

m2=hf1(xi+h/2, y1,i+m1/2, yi+k1/2), 

k2=hf2(xi+h/2, y1,i+m1/2, yi+k1/2),

m3=hf1(xi+h/2, y1,i+m2/2, yi+k2/2), 

k3=hf2(xi+h/2, y1,i+m2/2, yi+k2/2),

m4=hf1(xi+h, y1,i+m3, yi+k3), 

k4=hf2(xi+h, y1,i+m3, yi+k3),

xi+1=xi+h,

где h - шаг интегрирования. Начальные условия при численном интегрировании учитываются на нулевом шаге: i=0, x=x0, y1=y10, y=y0.

Задание для самостоятельной работы

Изучение численных методов решения дифференциальных уравнений второго порядка и систем дифференциальных уравнений первого порядка.

Численно и аналитически найти:

a. закон движения материальной точки на пружине х(t), 

b. закон изменения силы тока I(t) в колебательном контуре (RLC - цепи) для заданных в табл.1,2 режимов. Построить графики искомых функций. 

Варианты заданий

Таблица режимов:

	№
	Режим

	1
	Свободные незатухающие колебания

	2
	Затухающее колебательное движение

	3
	Апериодическое движение

	4
	Предельное апериодическое движение

	5
	Вынужденное колебание без сопротивления

	6
	Вынужденное колебание без сопротивления, явление резонанса

	7
	Вынужденное колебание с линейным сопротивлением

	8
	Вынужденное колебание с линейным сопротивлением, явление резонанса


Варианты заданий и номера режимов:

1. движение точк; 

2. RLC – цепь.
	Вар. 
	Задание
	Вар.
	Задание

	1
	а) 1,2,5
	16
	б)1,2,6

	2
	а) 1,3,6
	17
	а) 1,4,7

	3
	б)1,3,7
	18
	б)1,2,7

	4
	а) 1,4,8
	19
	а) 1,2,5

	5
	б)1,2,8
	20
	б)1,4,6

	6
	а) 1,4,7
	21
	а) 1,3,5

	7
	б)1,3,6
	22
	б)1,3,8

	8
	а) 1,4,5
	23
	б)1,4,5

	9
	б)1,3,8
	24
	а) 1,3,6

	10
	а) 1,3,5
	25
	б)1,4,7

	11
	б)1,4,6
	26
	а) 1,2,8

	12
	а) 1,2,7
	27
	б)1,4,8

	13
	б)1,2,5
	28
	а) 1,3,6

	14
	а) 1,2,6
	29
	б)1,3,7

	15
	б)1,4,7
	30
	а) 1,2,5


Рассмотрим более подробно порядок составления дифференциальных уравнений и приведения их к машинному виду для описания движения тела на пружине и RLC-цепи.

a. Движение материальной точки на пружине.

При выполнении этого задания необходимо рассмотреть движение материальной точки массой m на пружине (рис. 14.1) жесткостью c в среде с линейным сопротивлением под действием синусоидальной вынуждающей силы по горизонтальной поверхности. 
[image: image484.png]



Рис. 14.1 - движение материальной точки на пружине

Уравнение движения (второй закон Ньютона) для материальной точки с учетом действия сил линейного сопротивления (-βx'), упругости пружины (-cx) и синусоидальной силы F0∙sin(pt) может быть записано следующим образом:
[image: image485.png]m E+f ke x=Fysn( p-g)



,

где m=1+int(n/2) - масса материальной точки, β - коэффициент сопротивления, с=2+int(n/3) - жесткость пружины, х - координата (х=0 в положении равновесия точки), t - время, p - частота вынужденных колебаний, F0=n - амплитуда силы, n - номер варианта, int - целая часть числа. Параметры β, p и начальные условия выбираются самостоятельно с учетом рассматриваемого режима.

b. Колебательный контур (RLC цепь) (рис. 14.2):
[image: image486.png]° o

U, sin(pt)




Рис. 14.2. - колебательный контур (RLC цепь)
Уравнение падения напряжения в цепи переменного тока имеет вид

[image: image487.png]L+RG+L=
g+ = Uy sinpr)



,

где L=1+int(n/2) - индуктивность, R - сопротивление, C=2+int(n/3) - емкость конденсатора, q - заряд, U0=n - амплитуда напряжения, p - частота, [image: image488.png]


 - сила тока. Параметры R, p и начальные условия выбираются самостоятельно с учетом рассматриваемого режима. 

15 Преобразование Фурье

15.1 Аппроксимация функции по Фурье

Пусть функция 
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. В этом случае (при наличии у нее соответствующих свойств интегрируемости) можно построить ряд Фурье этой функции, а именно объект


[image: image491.wmf]å

¥

=

+

+

1

0

))

sin(

)

cos(

(

2

k

k

k

kx

b

kx

a

a

,




(15.1)
где:

[image: image492.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

=

ò

ò

-

-

p

p

p

p

p

p

,...

2

,

1

,

)

sin(

)

(

1

,...

2

,

1

,

0

,

)

cos(

)

(

1

k

du

ku

u

f

b

k

du

ku

u

f

a

k

k

.



(15.2)
Известно, что для непрерывной функции 
[image: image493.wmf])
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 этот ряд сходится в каждой точке интервала 
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 и притом - к значению в этой точке функции 
[image: image495.wmf])
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. Если суммирование в ряду Фурье прервать на каком-то слагаемом, то возникнет приближенное равенство:
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которое тем точнее, чем больше число слагаемых в сумме. В этом и состоит аппроксимация функции по Фурье.

Практически организация расчетов при аппроксимации происходит так: задается та степень точности e, с которой надо приблизить число 
[image: image499.wmf])

(

x

f
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, которые вычисляются с помощью численного интегрирования через определяющие равенства (15.2).

Описанная ситуация обобщается на случай функции 
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(15.3)
внутри интервала 
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(15.4)

Принято выделять случаи четной и нечетной функции, так как при этом выражения (15.3) и (15.4) существенно упрощаются, а именно:

если на интервале 
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(15.5)
если на интервале 
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Это обстоятельство подсказывает выход из положения, при котором функция 
[image: image518.wmf])
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 задана не на интервале  
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, а только на интервале 
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: функцию можно продолжить на весь интервал 
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 четным или нечетным образом, а затем произвести разложение Фурье, соответственно по косинусам (случай (15.5)) или по синусам (случай (15.6)).
2. Преобразование Фурье

Так называется действие, с помощью которого по заданной в интервале 
[image: image522.wmf])

,

(

p

p

-

 функции 
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 строится система чисел (15.2). По традиции, именно эти числа также обозначают словами «преобразование Фурье» данной функции. При этом числа 
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 называются косинус-преобразованием Фурье  функции 
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 называются синус-преобразованием Фурье функции 
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. У преобразования Фурье функции есть множество свойств и применений; в частности, известен ряд прикладных вопросов, в которых ту или иную информацию о функции 
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 удается получить только через ее преобразование Фурье, которое в таких ситуациях удается получить некоторыми косвенными средствами.

Рассмотрим следующий частный случай. Функция 
[image: image529.wmf])

(

x

f

 рассматривается на интервале: (-p,p) и притом только в его отдельных точках 
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(15.7)

Проанализируем соотношение (15.7). Если произвольное целое неотрицательное число 
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 разделить с остатком на число 
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С учетом периодичности косинуса и синуса в выражении (15.7) можно привести подобные члены, в результате чего получится:
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(15.8)
где:
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Отметим, что теперь все суммы в (15.8) - конечны. Известен следующий факт о тригонометрических суммах:

для всех чисел 
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Если обе части соотношения (15.8) умножить на 
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а если обе части (15.9) умножить на 
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(15.10)
причем в (15.9) и (15.10) 
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15.2 Быстрое преобразование Фурье.

В предыдущем пункте было описано дискретное преобразование Фурье - сопоставление набору значений функции 
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.  Процесс этого сопоставления в некоторых случаях можно ускорить, специальным образом организовав соответствующие суммирования.

Обратимся, для определенности, к формуле (15.9). Предположим, что число 
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. Заметим, что в образовавшихся обозначениях суммирование по 
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 эквивалентное повторному суммированию по схеме:
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преобразуем теперь суммируемое выражение:
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введем обозначения:
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тогда выражение (15.10) представляется в виде:
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Совершенно аналогично можно провести рассуждения с коэффициентом 
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отсюда возникает соотношение:
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Отсюда возникает иная возможность вычисления дискретного преобразования Фурье, отличная от прямого вычисления: надо сначала найти выражения 
[image: image581.wmf])
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, а затем уже сами числа 
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; потребуется, как нетрудно заметить, меньше арифметических операций. Отсюда и название - «Быстрое преобразование Фурье».

16 РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

При решении задач с дифференциальными уравнениями в частных производных используется метод сеток, который заключается в следующем. На область решения накладывается некоторая сетка и путем замены производных в дифференциальном уравнении и в краевых условиях конечными разностями различного вида, получают соотношения связывающие значения искомой функции в узлах сетки. Полученная таким образом система уравнений решается каким-либо численным методом. Рассмотрим этот подход подробнее применительно к некоторым уравнениям математической физики.

16.1 Уравнение Лапласа (эллиптическое уравнение)

Это уравнение описывает некоторое установившееся стационарное состояние в пространстве (x,y) в некоторой области G (16.1):






[image: image583.png]29,20
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(x,y) G.




(16.1)

Если область G является замкнутой и на границе этой области  задается значение искомой функции:
U(x,y)= (x,y), (x,y)   

то такая задача называется задачей Дирихле. 

Для замены этой задачи разностной задачей наложим на область G  сетку из прямых, параллельных осям координат с шагом h>0. Точки пересечения этих прямых будут образовывать узлы [image: image584.png]


. Узлы, которые вместе со своими четырьмя ближайшими соседями будут принадлежать области G, называются внутренними узлами. Граничные узлы – это совокупность точек, у которых хотя бы одна из ближайших точек лежит вне области G.
Внутренние узлы будут образовывать некоторую сеточную область Gc , а граничные некоторую сеточную область Гс.
Для замены дифференциального уравнения заменим производные центральными конечными разностями:
[image: image585.png]AUy | U+ hy) =20 + U= hy)
Eg n




[image: image586.png]AUxy) _ Ulxy+ k) -2Uxy) +Ulxy- k)
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Тогда вместо уравнения (16.1) будем иметь:
[image: image587.png]Ua+hy) =20y + U= hy) Uy +h) - UG+ Uy -h) _ o
W W




Следовательно, U(x,y) можно выразить в следующем виде:

[image: image588.png]Ulxy) = %(U(x+h,y) +Ux=hy)+ Uy +0)+ Ulxy - &),




Однако, чтобы иметь возможность оценить точность такой замены, следует идти по несколько иному пути, используя для получения конечно-разностного уравнения формулу Тейлора:
[image: image589.png]Ulx+hy+s) = Ulxy) +[ﬁh+j ]U(x,y) +

h+—s] Ulxp)+ +7[7 +?5 Ulx+ dy+ &),
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При этом можно воспользоваться разными схемами.

Первая схема. Рассмотрим точку A и ближайшие к ней соседние точки B,C,D,E с координатами A=(x,y), B=(x-h,y), C=(x+h,y), D=(x,y+h), E=(x,y-h). Согласно формуле (4) при k=4, s=h получим:

[image: image590.png]Ve ) = Ul = by # 210 = P+ o D
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[image: image593.png]1 1 1,
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Здесь [image: image594.png]Uy U U Uy Ui U



-значения производных функции U(x,y) в точке (x,y), а [image: image595.png]


- значения производных в некоторых промежуточных точках. Складывая эти значения получаем: 

[image: image596.png]U=k ) +Ulx+hy) + Uy - )+ Ulxy+ h) =
= AU (x,) + 1} (U,, +U,,) +12R(x,)



,

где остаточный член R определяется равенством:
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т.е. имеет четвертый порядок малости [image: image598.png]R(x,y) = O(h"Y)



.
Заметим, что выражение [image: image599.png]Uy +Ty)



является оператором Лапласа:
[image: image600.png]


,

поэтому из выражения  можно получить выражение:

[image: image601.png]AU = O(h)+ (U(x hy)+Ux+hy) +Ulxy+ ) -4U(xy))



,

которое называется первой основной конечно-разностной формой оператора Лапласа. Путем приравнивания этого выражения нулю и отбрасывания члена O(h4) можно получить соотношение.

Вторая схема. Рассмотрим дальние соседние точки около точки:

A=(x,y). Это будут точки B=(x-h,y+h), C=(x+h,y+h),
D=(x+h,y-h), E=(x-h,y-h).
Как и в первой схеме воспользуемся выражением (3) для разложения функции в ряд Тейлора в точках B,C,D,E:
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Здесь [image: image606.png]


некоторые промежуточные точки. Сложив эти выражения будем иметь:

[image: image607.png]Ux+hy+i)+Ux=hy+hy+Ux-hy-h)+Ux-hy-h)=
= 4T (x,y) + 20° AT + O(*)



,
откуда можно получить вторую конечно-разностную форму оператора Лапласа:
[image: image608.png]AU=2—LZ(U(x+h,y+h)+U(x*h,y+h)+U(x+h,y*h)+

Ulx = h,y— k) - 4U(x,p)) + O(k*)




Отбрасывая остаточный член [image: image609.png]oYy



получаем уравнение вида

[image: image610.png]Ulxy) = %(U(x+h,y+h)+ Ulx+hy =B+ Ul =hy+ )+ Ulx—hy- 1),



.
Таким образом, в результате применения двух различных схем установлено, что любая внутренняя точка может быть вычислена как среднеарифметическое своих дальних или ближних соседних точек.
Соотношение справедливо для каждой точки области G, поэтому оно будет справедливо для любой внутренней точки (xi,yj) Gc. Введя обозначение [image: image611.png]Ulx,p;) = Uy

b



и получим систему уравнений:

[image: image612.png]U,

(U, g Ui

g * Uiy *



; [image: image613.png].0 €G,




Дополним эту систему уравнениями для граничных точек:
[image: image614.png]


.
Полученная система линейных уравнений, может быть решена любым из методов приведенных в лекции 2, но поскольку эта система имеет достаточно большую размерность (при сетке 105 10 имеем 100 уравнений) и очень разрежена (в каждом из уравнений участвуют не более пяти неизвестных), для решения таких систем рекомендуется использовать итерационные методы, а алгоритм построить так, чтобы не выполнять действий над нулевыми элементами матрицы коэффициентов. Простейшим способом будет задание некоторого начального приближения для внутренних точек [image: image615.png]100
Uil . 0) € G,



и вычисление следующего приближения методом простых итераций:
[image: image616.png]D - LU, + U+ U + U

iy * U T Ui YU



,

При использовании итерационных методов необходимо задавать начальное приближение для значений всех внутренних узлов. От близости этого приближения к истинному решению задачи зависит время расчета. Для уменьшения этого времени используют подход предложенный Либманом и заключающийся в следующем.

Строится сетка с достаточно большим шагом и решается система уравнений небольшой размерности. В результате находится некоторое грубое приближение к решению задачи в узлах сетки. Для получения более точного решения шаг сетки уменьшается вдвое и решается система вчетверо большей размерности. Для сокращения времени расчета в качестве начального приближения для системы с мелкой сеткой используются значения, полученные в результате решения системы с крупной сеткой, а в тех узлах мелкой сетки, которые не совпадают с узлами крупной сетки используется аппроксимация.. Такой процесс деления шага сетки можно выполнить несколько раз, получая все более точное решение поставленной задачи.

17 РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ (продолжение) 

17.1 Уравнение теплопроводности (параболическое уравнение)

Типичная задача, описывающая теплоперенос вдоль одномерного стержня единичной длинны [image: image617.png]


при заданном начальном распределении температуры от (x) и заданных температурных режимах на концах стержня  (t),  (t) ставится следующим образом:
[image: image618.png]i AU
7"1’ e =70




 t>0, 0  x  1;
U(0,x)= (x)

U(t,0)= (t); U(t,1)= (t);



(16.1)

Эта модельная задача является смешанной, так как содержит начальные (при t=0) и краевые условия (при x=0 и x=1). Она описывает различные диссипативные процессы (типа теплопроводности или диффузии) в твердых телах, газах, плазме, в магнитной гидродинамике, в биологии и т.д.

Областью решения задачи (16.1) будет являться полуполоса t>0, 0  x  1. Путем замены переменных [image: image619.png]


дифференциальное уравнение приводится к виду:
[image: image620.png]



поэтому избавимся от множителя [image: image621.png]


, считая его равным [image: image622.png]


единице. Тогда задача запишется в виде:

[image: image623.png]Ll

_4u
B



 0  t  T, 0  x  1;

U(0,x)= (x);

U(t,0)= (t); U(t,1)= (t); 
Наложим на область 0  t  T, 0  x  1 сетку образованную прямыми параллельными осям координат с шагом по x равным [image: image624.png]


, и шагом по t равным [image: image625.png]


, т.е. [image: image626.png]% =ikt = jrid



где n и m количество линий сетки. Введем обозначения [image: image627.png]Upy = Ul ) fiy = (3080,





 INCLUDEPICTURE "http://vm.psati.ru/online-vmath/pics/Image439.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image628.png]X = ey, g = L)




и заменим производную по длине центральным разностным отношением:

[image: image629.png]20,

AU | Uiy~
Ed W

i
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(16.2)

а производную по времени правым конечно-разностным отношением:

[image: image630.png]Dix.g) U

g

Z
-




.
Подставив эти выражения в дифференциальное уравнение получим конечно-разностное уравнение справедливое для всех внутренних узлов сетки:


[image: image631.png]




 INCLUDEPICTURE "http://vm.psati.ru/online-vmath/pics/Image443.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image632.png]





(16.3)

Начальные и краевые условия дадут следующие уравнения:






[image: image633.png]







(16.4)
[image: image634.png]


.

Таким образом, задача (16.2) сводится к системе линейных уравнений (16.3) (16.4), решив которую можно получить значения искомой функции в узлах сетки.

Конфигурация узлов, значения сеточной функции в которых определяют вид разностных уравнений, записываемых для внутренних точек сетки, называется шаблоном разностной схемы. Для схемы (3) шаблон связывает одну точку слоя (временного) [image: image635.png]Jj+1



с тремя точками слоя [image: image636.png]


.
Введем обозначение [image: image637.png]BV



и решим уравнение (3) относительно [image: image638.png]


:

[image: image639.png]U,

sl

= U+ oUW+ U+ &y




и пользуясь этим уравнением и значениями в начальных и граничных точках последовательно восстанавливать значения искомой функции в узлах сетки от слоя к слою, поэтому схема (3) называется явной.

Если заменить производную по времени левым конечно разностным уравнением:

[image: image640.png]


,
то получим неявную схему связывающую три точки слоя j с одной точкой предыдущего слоя j-1:




[image: image641.png]




(16.5)
[image: image642.png]



[image: image643.png]


,

Получаемая система линейных уравнений не эквивалентна системе с треугольной матрицей как при использовании явной схемы и для ее решения используется специальный прием позволяющий разделить систему на некоторое число систем меньшей размерности.
Рассмотрим точки первого слоя с номерами i=1, n-1. Поскольку значения искомой функции на предыдущем слое [image: image644.png]


известны из начальных условий для каждой точки этого слоя получим уравнение связывающее три неизвестных, причем в крайних точках слоя значения функции известны из граничных условий, т.е. получаем систему уравнений с трехдиагональной матрицей решить которую можно методом прогонки. Затем, используя это решение можно найти значения функции на следующем слое и так далее.
При решении задач с частными производными особенно актуальным становится вопрос об устойчивости конечно-разностных схем. Пусть конечно-разностная схема с некоторым шагом h (скалярным или векторным) записывается в виде некоторого конечно-разностного оператора:

[image: image645.png]L™
=Fi*



,

где [image: image646.png]


- совокупность значений искомой функции в узлах сетки;

[image: image647.png]


- совокупность значений правой части дифференциального уравнения в узлах сетки.
Определение. Решение полученное с помощью схемы [image: image648.png]L™
= g8



 называется устойчивым если для любого  >0 найдется ограничение шага [image: image649.png]


, такое что решение возмущенной задачи с ограниченным возмущением:

[image: image650.png]L7W =
I = Uy gt



; [image: image651.png]


,

будет не сильно отклоняться от решения исходной задачи:
[image: image652.png]Px)=0, P ()=




при любых значениях шага [image: image653.png]


и константе C не зависящей от шага h .

Устойчивость явной схемы (16.3) зависит от соотношения шагов h и , при выполнении условия [image: image654.png]Dco<0S



эта схема будет устойчивой, в противном случае, т.е. при [image: image655.png]o> 05



явная схема перестает быть устойчивой. Неявная схема (16.5) устойчива при любом выборе шагов.

Задание для самостоятельной работы

1. Найти для x = 0.1m, m=0 – 10, t=0.02 решение уравнения  ut = (1/a) uxx , 0 < x < 1, 0 < t <0.02, удовлетворяющее условиям u(0,t) =e at , u(1,t) = e a (t -1), 0 < t < 0.02; u(x,0) = e- ax , 0 < x < 1;  a = 2 + 0.3 k, k = - 4.

а) по явной разностной схеме, взяв h = 0.1, t < ah2/2;
б) по неявной разностной схеме, взяв h = 0.1, t = 0.02.

Сравнить полученные решения.

2. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (1 + ax)4 – 12 a 2 t(1 +ax)2, 0 < x < 1, 0 < t < 0.1;  u(0,t) =t, u(1,t) = t (1 + a)4, 0 < t < 0.1; u(x,0) = 0, 0 < x < 1; a = 

3. Найти решение задачи ut = uxx + (4x/(x 2 + 2t + 1)) ux , 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 1/(2t +1), u(1,t) = 1/(2(t + 1)), 0 < t;  u(x,0) = 1/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.1) с точностью e = 0.005.

4. Найти решение задачи ut = uxx + (4x/(x 2 + t + 1)) ux + x/(x 2 + t + 1)2, 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 0, u(1,t) = 1/(t + 2),  0 < t;  u(x,0) = x/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.4) с точностью e = 0.01.

5. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (-a 2 t + 1)e-ax , 0 < x < 1, 0 < t < 0.01; u(0,t) =t, u(1,t) = t e-a , 0 < t < 0.01; u(x,0) = 0, 0 < x < 1;  a= 0.5 k,  k = 2 при t = 0.01 с точностью 0.001, если !utt ! < 0.02, !uxxxx ! < 6.

6. Найти решение задачи ut = (1/2) uxx - 4x 2/(x 2 + t + 1)3, 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 1/(t + 1), u(1,t) = 1/(t + 2), 0 < t;  u(x,0) = 1/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.3) с точностью e = 0.005.

7. Найти для x = 0.1m, m=0 – 10, t=0.02 решение уравнения ut = (1/a) uxx , 0 < x < 1, 0 < t < 0.02, удовлетворяющее условиям u(0,t) =e at , u(1,t) = e a ( t -1), 0 < t < 0.02; u(x,0) = e- ax , 0 < x < 1; a = 2 + 0.3 k, k = 4:
а) по явной разностной схеме, взяв h = 0.1, t < ah2/2; 

б) по неявной разностной схеме, взяв h = 0.1, t = 0.02.

Сравнить полученные решения.

8. Найти решение задачи ut = uxx + (4x/(x 2 + t + 1)) ux, 0 < x < 1, 0 < t;  u(0,t) = 1/(2t + 1), u(1,t) = 1/(2(t + 1)), 0 < t; u(x,0) = 1/(x 2 + 0.1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.2) с точностью e = 0.005.

9. Найти решение задачи ut = (1/2) uxx + 4x 2/(x 2 + t + 1)3, 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 1/(t + 1), u(1,t) = 1/(t + 2), 0 < t; u(x,0) = 1/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.2) с точностью e = 0.005.
10. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (-a 2 t + 1)e-ax , 0 < x < 1, 0 < t < 0.01; u(0,t) =t, u(1,t) = t e-a , 0 < t < 0.01; u(x,0) = 0, 0 < x < 1; a = 0.5 k, k = 4 при t = 0.01 с точностью 0.001, если !utt ! < 0.02, !uxxxx ! < 6.

11. Найти решение задачи ut = uxx + (4x/(x 2 + t + 1)) ux + x/(x 2 + t + 1)2, 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 0, u(1,t) = 1/(t + 2), 0 < t; u(x,0) = x/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.3) с точностью e = 0.01.

12. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (1 + ax)4 – 12 a 2 t (1 +ax)2, 0 < x < 1, 0 < t < 0.1; u(0,t) =t, u(1,t) = t (1 + a)4, 0 < t < 0.1; u(x,0) = 0, 0 < x < 1;  a = 1 + 0.4 k,  k = 4 при   t = 0.01 с точностью 0.001, если !utt ! < 0.02, !uxxxx ! < 6.

13. Найти для x = 0.1m, m=0 – 10, t=0.02 решение уравнения ut = (1/a) uxx , 0 < x < 1, 0 < t <0.02, удовлетворяющее условиям u(0,t) =e at , u(1,t) = e a (t -1), 0 < t < 0.02, u(x,0) = e- ax , 0 < x < 1;  a = 2 + 0.3 k, k = - 2:

а)по явной разностной схеме, взяв h = 0.1,  t < ah2/2;
б) по неявной разностной схеме, взяв h = 0.1,  t = 0.02.
Сравнить полученные решения.

14. Найти решение задачи ut = (1/2) uxx + 4x 2/(x 2 + t + 1)3, 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 1/(t + 1), u(1,t) = 1/(t + 2), 0 < t; u(x,0) = 1/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.1) с точностью e = 0.005.

15. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (-a 2 t + 1)e-ax , 0 < x < 1, 0 < t < 0.01; u(0,t) =t, u(1,t) = t e-a , 0 < t < 0.01; u(x,0) = 0, 0 < x < 1; a = 0.5 k, k = 6 при t = 0.01 с точностью 0.001, если !utt ! < 0.02, !uxxxx ! < 6.

16. Найти решение задачи ut = uxx + (4x/(x 2 + t + 1)) ux , 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 1/(2t + 1), u(1,t) = 1/(2(t + 1)), 0 < t; u(x,0) = 1/(x 2 + 0.1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.3) с точностью e = 0.005.

17. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (1 + ax)4 – 12 a 2 t(1 +ax)2, 0 < x < 1, 0 < t < 0.1; u(0,t) =t, u(1,t) = t (1 + a)4, 0 < t < 0.1; u(x,0) = 0, 0 < x < 1; a = 1 + 0.4 k, k = 3 при t = 0.01 с точностью 0.001, если !utt ! < 0.02, !uxxxx ! < 6.

18. Найти решение задачи ut = uxx + (4x/(x 2 + t + 1)) ux + x/(x 2 + t + 1)2, 0 < x < 1, 0 < t; u(0,t) = 0, u(1,t) = 1/(t + 2), 0 < t;  u(x,0) = x/(x 2 + 1), 0 < x < 1 в точках (xm, T) xm = 0.1m (m = 1 – 10, T = 0.2) с точностью e = 0.01.

19. Найти для x = 0.1m, m=0 – 10, t=0.02 решение уравнения ut = (1/a) uxx , 0 < x < 1, 0 < t <0.02, удовлетворяющее условиям u(0,t) =e at , u(1,t) = e a (t -1), 0 < t < 0.02; u(x,0) = e- ax , 0 < x < 1; a = 2 + 0.3 k, k = 3:
а) по явной разностной схеме, взяв h = 0.1, t < ah2/2;
б) по неявной разностной схеме, взяв h = 0.1, t = 0.02.
Сравнить полученные решения.

20. Используя метод сеток, найти u(x, t) – решение задачи ut = uxx + (-a 2 t + 1)e-ax , 0 < x < 1, 0 < t < 0.01; u(0,t) =t, u(1,t) = t e-a , 0 < t < 0.01; u(x,0) = 0, 0 < x < 1; a = 0.5 k, k = 1 при t = 0.01 с точностью 0.001, если ½utt ê < 0.02, ½uxxxx ê < 6.
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