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ВВЕДЕНИЕ

MATLAB - это высокопроизводительный язык для технических расчетов. Он включает в себя вычисления, визуализацию и программирование в удобной среде, где задачи и решения выражаются в форме, близкой к математической. Типичное использование MATLAB - это:
· математические вычисления;

· создание алгоритмов;

· моделирование;

· анализ данных, исследования и визуализация;

· научная и инженерная графика;

· разработка приложений, включая создание графического интерфейса.

MATLAB - это интерактивная система, в которой основным элементом данных является массив. Это позволяет решать различные задачи, связанные с техническими вычислениями, особенно в которых используются матрицы и вектора, в несколько раз быстрее, чем при написании программ с использованием «скалярных» языков программирования, таких как Си или Фортран.
Слово MATLAB означает матричная лаборатория (matrix laboratory). MATLAB развивался в течении нескольких лет, ориентируясь на различных пользователей. В университетской среде, он представлял собой стандартный инструмент для работы в различных областях математики, машиностроении и науки. В промышленности, MATLAB - это инструмент для высокопродуктивных исследований, разработок и анализа данных.
В MATLAB важная роль отводится специализированным группам программ, называемых toolboxes. Они очень важны для большинства пользователей MATLAB, так как позволяют изучать и применять специализированные методы. Toolboxes - это всесторонняя коллекция функций MATLAB (М-файлов), которые позволяют решать частные классы задач. Toolboxes применяются для обработки сигналов, систем контроля, нейронных сетей, нечеткой логики, вэйвлетов, моделирования и т.д.
Лекция 1 Основы системы MATLAB

Запуск MATLAB

Чтобы запустить MATLAB на PC, дважды щелкните на иконку MATLAB. Для выхода из MATLAB необходимо набрать quit в строке MATLAB.
Если вам необходимо получить дополнительную информацию, наберите help в строке MATLAB или выберите Help в меню на PC. 
Матрицы в MATLAB

В MATLAB матрица - это прямоугольный массив чисел. Особое значение придается матрицам 1x1, которые являются скалярами, и матрицам, имеющим один столбец или одну строку, - векторам. MATLAB использует различные способы для хранения численных и не численных данных, однако вначале лучше всего рассматривать все данные как матрицы. В то время как другие программные языки работают с числами как элементами языка, MATLAB позволяет вам быстро и легко оперировать с целыми матрицами.
Ввод матриц

Вы можете вводить матрицы в MATLAB несколькими способами:
· вводить полный список элементов;
· загружать матрицы из внешних файлов;
· генерировать матрицы, используя встроенные функции;
· создавать матрицы с помощью ваших собственных функций в М-файлах.
Начтем с введения матрицы как списка элементов. Вы должны следовать нескольким основным условиям:
· отделять элементы строки пробелами или запятыми;
· использовать точку с запятой, для обозначения окончания каждой строки;
· окружать весь список элементов квадратными скобками, [ ].

Чтобы ввести матрицу просто напишите:
А = [16 3 2 13; 5 10 11 8; 9 6 7 12; 4 15 14 1] 

MATLAB отобразит матрицу, которую мы ввели,
А =
	16
	3
	2
	13

	5
	10
	11
	8

	9
	6
	7
	12

	4
	15
	14
	1


Если мы ввели матрицу, то она автоматически запоминается средой MATLAB. И мы можем к ней легко обратиться как к А. 

Генерирование матриц

MATLAB имеет четыре функции, которые создают основные матрицы:
zeros
все нули;
ones
все единицы;
rand
равномерное распределение случайных элементов;
randn
нормальное распределение случайных элементов.
Некоторые примеры:
Z = zeros(2,4)
Z  =
0
0
0
0
0
0
0
0
F = 5*ones(3,3)
F =
5
5
5
5
5
5
5
5
5
R = randn(4,4)
R =
-0.4326
-1.1465
0.3273
-0.5883
-1.6656
1.1909
0.1746
2.1832
0.1253
1.1892
-0.1867
-0.1364
0.2877
-0.0376
0.7258
0.1139
Загрузка матриц

Команда load считывает двоичные файлы, содержащие матрицы, созданные в MATLAB ранее, или текстовые файлы, содержащие численные данные. Текстовые файлы должны быть сформированы в виде прямоугольной таблицы чисел, отделенных пробелами, с равным количеством элементов в каждой строке. Например, создадим вне MATLAB текстовой файл, содержащий 4 строки:
16.0
3.0
2.0
13.0
5.0
10.0
11.0
8.0
9.0
6.0
7.0
12.0
4.0
15.0
14.0
1.0
Сохраним этот файл под именем magik.dat. Тогда команда load magik.dat прочитает этот файл и создаст переменную magik, содержащую нашу матрицу.

М-файлы

Вы можете создавать свои собственные матрицы, используя М-файлы, которые представляют собой текстовые файлы, содержащие код MATLAB. Просто создайте файл с выражением, которое вы хотите написать в командной строке MATLAB. Сохраните его под именем, заканчивающимся на .m.
Замечание. Для вызова текстового редактора на PC, выберите Open или New из меню File или нажмите соответствующую кнопку на панели инструментов. 
Например, создадим файл, включающий следующие 5 строк:
А=[...
16.0     3.0
2.0
13.0
5.0       10.0
11.0
8.0
9.0       6.0
7.0
12.0
4.0       15.0
14.0
1.0   ];
Сохраним его под именем magik.m. Тогда выражение magik прочитает файл и создаст переменную А, содержащую исходную матрицу.
Объединение матриц

Объединение - это процесс соединения маленьких матриц для создания больших. Фактически, вы создали вашу первую матрицу объединением её отдельных элементов. Пара квадратных скобок - это оператор объединения. Например, начнем с матрицы А (магического квадрата 4x4) и сформируем В = [А А+32; А+48 А+16]
Результатом будет матрица 8x8, получаемая соединением четырех подматриц
в =
16
2
3
13
48
34
35
45
5
11
10
8
37
43
42
40
9
7
6
12
41
39
38
44
4
14
15
1
36
46
47
33
64
50
51
61
32
18
19
29
53
59
58
56
21
27
26
24
57
55
54
60
25
23
22
28
52
62
63
49
20
30
31
17
Индексы

Элемент в строке i и столбце j матрицы А обозначается A(i,j). Например, А(4,2) - это число в четвертой строке и втором столбце. Таким образом, можно вычислить сумму элементов в четвер​том столбце матрицы А, набрав А(1,4)   + А(2,4)   + А(3,4)   + А(4,4). Получим ans = 34
Однако это не самый лучший способ суммирования отдельной строки.
Также возможно обращаться к элементам матрицы через один индекс, А(к). Это обычный способ ссылаться на строки и столбцы матрицы. Но его можно использовать только с двумерными матрицами. В этом случае массив рассматривается как длинный вектор, сформированный из столбцов исходной матрицы.

Так, для нашего магического квадрата, А(8) - это другой способ ссылаться на значение 15, хранящееся в А(4,2).
Если вы пытаетесь использовать значение элемента вне матрицы, MATLAB выдаст ошибку: t=A(4,5) ??? Index exceeds matrix dimensions.
С другой стороны, если вы сохраняете значение вне матрицы, то размер матрицы увеличивается.
Х=А;
Х(4,5) = 17
X =
16      3
2
13
О
5      10
11
8
0
9      6
7
12
0
4      15
14
1
17
Подматрицы и оператор двоеточия

Двоеточие - это один из наиболее важных операторов MATLAB. Он проявляется в различных формах. Выражение 1:10 - это вектор-строка, содержащая целые числа от 1 до 10: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Для получения обратного интервала, опишем приращение. Например 100:-7:50 что дает100    93    86    79    72    65    58    51 или 0:pi/4:pi, что приводит к 0    0.7854 1.5708    2.3562    3.1416.
Индексное выражение, включая двоеточие, относится к части матрицы. A(l:k,j) это первые к элементов j-го столбца матрицы А. Так sum(A(1:4,4)) вычисляет сумму четвертой строки.

Двоеточие, само по себе, обращается ко всем элементам в строке или столбце матрицы, а слово end — к последней строке или столбцу. Так sum (А (:, end)) вычисляет сумму элементов в последнем столбце матрицы А ans = 34.
Удаление строк и столбцов

Вы можете удалять строки и столбцы матрицы, используя просто пару квадратных скобок. Рассмотрим X = А. Теперь удалим второй столбец матрицы X. Х(:,2)  =  []. Эта операция изменит X следующим образом:
х =
16
3
13
5
10
8
9
6
12
4
15
1
Если вы удаляете один элемент матрицы, то результат уже не будет матрицей. Так выражение Х(1,2) = [], результатом вычисления выдаст ошибку. Однако использование одного индекса удаляет отдельный элемент или последовательность элементов и преобразует оставшиеся элементы в вектор-строку. Так Х(2:2:10) = []
выдаст результат:
х =
16
9          3          6        13        12
1
Операции суммирования элементов, транспонирования и диагонализации матрицы

Вы возможно уже знаете, что особые свойства магического квадрата связаны с различными способами суммирования его элементов. Если вы берёте сумму элементов вдоль какой-либо строки или столбца, или вдоль какой-либо из двух главных диагоналей, вы всегда получите одно и тоже число. Давайте проверим это, используя MATLAB. Первое утверждение, которое мы проверим - sum (А) MATLAB выдаст ответ:
ans =
34        34        34        34
Когда выходная переменная не определена, MATLAB использует переменную ans, коротко от answer - ответ, для хранения результатов вычисления. Мы подсчитали вектор-строку, содержащую сумму элементов столбцов матрицы А. Действительно, каждый столбец имеет одинаковую сумму, магическую сумму, равную 34.
Определим суммы строк. MATLAB предпочитает работать со столбцами матрицы, таким образом, лучший способ получить сумму в строках - это транспонировать нашу матрицу, подсчитать сумму в столбцах, а потом транспонировать результат. Операция транспонирования обозначается апострофом или одинарной кавычкой. Она зеркально отображает матрицу относительно главной диагонали и меняет строки на столбцы. Таким образом: A’ вызывает
ans =
16
5
9
4
3
10
6
15
2
11
7
14
13
8
12
1
А выражение sum(A') вызывает результат вектор-столбец, содержащий суммы в строках:
ans = 34 34 34 34
Сумму элементов на главной диагонали можно легко получить с помощью функции diag, которая выбирает эту диагональ.
diag(A)
ans = 16  10  7  1
А функция sum (diag (А)) вызывает ans = 34.
Другая диагональ, называемая антидиагональю, не так важна математически, поэтому MATLAB не имеет специальной функции для неё. Но функция, которая вначале предполагалась для использования в графике, fliplr, зеркально отображает матрицу слева направо.
sum(diag(fliplr(A)))
ans = 34
Функция magic
MATLAB обладает встроенной функцией, которая создает магический квадрат почти любого размера.
B=magic(4)
В =
16
2
3
13
5
11
10
8
9
7
6
12
4
14
15
1
Для того чтобы преобразовать В в матрицу А, переставим их местами: А=В(:,[1 3 2 4]). Это означает, что для каждой строки матрицы В элементы переписываются в порядке 1, 3, 2, 4.
А =




16
3
2
13




5
10 
11
8





9
6
7
12





4
15
14
1
Выражения

Как и большинство других языков программирования, MATLAB предоставляет возможность использования математических выражений, но в отличие от многих из них, эти выражения в MATLAB включают матрицы. Основные составляющие выражения:
· переменные;
· числа;
· операторы;
· функции.
Переменные

В MATLAB нет необходимости в определении типа переменных или размерности. Когда MATLAB встречает новое имя переменной, он автоматически создает переменную и выделяет соответствующий объем памяти. Если переменная уже существует, MATLAB изменяет ее состав и если это необходимо выделяет дополнительную память. Например, num_students = 25 создает матрицу 1x1 с именем num_students и сохраняет значение 25 в ее единственном элементе.
Имена переменных состоят из букв, цифр или символов подчеркивания. MATLAB использует только первые 31 символ имени переменной. MATLAB чувствителен к регистрам, он различает заглавные и строчные буквы. Поэтому А и а - не одна и та же переменная. Чтобы увидеть матрицу связанную с переменной, просто введите название переменной.
Числа

MATLAB использует принятую десятичную систему счисления, с необязательной десятичной точкой и знаками плюс-минус для чисел. Научная система счисления использует букву е для определения множителя степени десяти. Мнимые числа используют i или j как суффикс. Некоторые примеры правильных чисел приведены ниже:
3
-99
0.0001
9.6397238         1.60210е-20
6.02252е23
1i
-3.14159J
3e5i
Все числа для хранения используют формат long, определенный стандартом плавающей точки ШЕЕ. Числа с плавающей точкой обладают ограниченной точностью - приблизительно 16 значащих цифр и ограниченным диапазоном -приблизительно от 10~308 до 10308 (Компьютер VAX использует другой формат чисел с плавающей точкой, но их точность и диапазон приблизительно те же).
Операторы

Выражения используют обычные арифметические операции и правила старшинства:
· + сложение;
· - вычитание;
· умножение;
· / деление;
· \ левое деление;
· ^ степень;
· ' транспонирование;
· () определение порядка вычисления.
Арифметические операции над массивами производятся поэлементно. Это означает, что суммирование и вычитание являются одинаковыми операциями для матриц и массивов, а умножение для них различно. MATLAB использует точку, как часть записи для явного задания поэлементной опера​ции умножения и деления.
Список операторов включает в себя:
+
суммирование;
-
вычитание;
.*
поэлементное умножение;
./
поэлементное деление;
.\
поэлементное левое деление;
.^
поэлементное возведение в степень;
.'
несопряженное матричное транспонирование.
Если магический квадрат умножить на себя по правилам умножения массивов А.*А результатом будет массив, содержащий квадраты целых чисел от 1 до 16 в необычном порядке.
ans =
256
9
4
169
25
100
121
64
81
36
49
144
16
225
196
1
Операции над массивами полезны для создания таблиц. Пусть n - это вектор-столбец n = (0:9)'; тогда pows = [n   n.^2    2.^n] создает таблицу квадратов и степеней двойки:

pows =
0 0    1
1 12
2 4    4
3 9    8
4 16
16
5 25
32
6 36
64
7 49
128
8 64
256
9 81
512
Элементарные математические функции работают с массивами поэлементно. Так:
format short g, х =  (1:0.1:2), logs = [x log10(x)] создает таблицу логарифмов
logs =
1
0
1.1 0.041393
1.2 0.079181
1.3 0.11394
1.4 0.14613
1.5 0.17609
1.6 0.20412
1.7 0.23045
1.8 0.25527
1.9 0.27875
2             0.30103
Операции со скалярами

Матрицы и скаляры могут комбинироваться различными путями. Например, скаляр вычитается из матрицы путем вычитания из каждого элемента. Среднее значение элементов для нашего магического квадрата равно 8.5, поэтому в = а - 8.5 формирует матрицу, у которой суммы в столбцах равны нулю.
в =
7.5
-5.5
-6.5
4.5
-3.5
1.5
2.5
-0.5
0.5
-2.5
-1.5
3.5
-4.5
6.5
5.5
-7.5
sum(В)
ans =
0
0
0
0
Используя скалярное расширение, MATLAB записывает заданный скаляр во все элементы матрицы, заданные индексным диапазоном. Например, В(1:2,2:3)=0 обнуляет часть матрицы В.
в =
7.5
0
0
4.5
-3.5
0
0
-0.5
0.5
-2.5
-1.5
3.5
-4.5
6.5
5.5
-7.5
Функции

MATLAB предоставляет большое количество элементарных математических функций, таких как abs, sqrt, exp, sin. Вычисление квадратного корня или логарифма отрицательного числа не является ошибкой: в этом случае результатом является соответствующее комплексное число. MATLAB также предоставляет и более сложные функции, включая Гамма функцию и функции Бесселя. Большинство из этих функций имеют комплексные аргументы. Чтобы вывести список всех элементарных математических функций, наберите help elfun. Для вывода более сложных математических и матричных функций, наберите help specfun help elmat соответственно.
Некоторые функции, такие как sqrt и sin, - встроенные. Они являются частью MATLAB, поэтому они очень эффективны, но их вычислительные детали трудно доступны. В то время как другие функции, такие как gamma и sink, реализованы в М-файлах. Поэтому вы можете легко увидеть их код и, в случае необходимости, даже модифицировать его.
Несколько специальных функций предоставляют значения часто используемых констант:
pi
3.14159265;
i
мнимая единица, 
[image: image1.wmf]1
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;
 j
то же самое, что и i;
eps
относительная точность числа с плавающей точкой, 2~52;
realmin
наименьшее число с плавающей точкой, 2-1022
realmax
наибольшее число с плавающей точкой, (2-е)21023
Inf
бесконечность;
NaN
не число.
Бесконечность появляется при делении на нуль или при выполнении математического выражения, приводящего к переполнению, т.е. к превышению realmax. Не число (NaN) генерируется при вычислении выражений типа 0/0 или Inf- Inf, которые не имеют определенного математического значения.
Имена функций не являются зарезервированными, поэтому возможно изменять их значения на новые, например eps = 1.e-6 и далее использовать это значение в последующих вычислениях. Начальное значение может быть восстановлено следующим образом clear eps.
Выражения

Вы уже познакомились с некоторыми примерами использования выражений в MATLAB. Ниже приведено еще несколько примеров с результатами.
rho = (1+sqrt(5))/2
rho =
1.6180
а = abs(3+4i)
а =
5
z = sqrt(besselk(4/3,rho-i))
z =
0.3730 + 0.3214i
huge = exp(log(realmax))
huge = 1.7977e+308
toobig = pi*huge
toobig = Inf
Лекция 2 Работа в системе MATLAB
Командное окно

До сих пор, мы использовали только командную строку MATLAB, печатая команды и выражения и наблюдая результаты. В этой главе описано несколько способов изменения внешнего вида командного окна. Если ваша система позволяет вам выбирать шрифт, то мы рекомендуем использовать шрифты с фиксированной шириной, такие как Courier, для обеспечения правильно​го межстрочного интервала.
Команда format

Команда format управляет численным форматом значений, выводимых MATLAB. Эта операция влияет только на то, как числа изображаются на экране, но не влияет на то, как их вычисляет и сохраняет MATLAB. Ниже представлены различные форматы чисел, используемые для отображения вектора х с компонентами различных величин.
х = [4/3 1.2345е-б] 

format short
1.3333    0.0000 

format short e

 1.3333e+000  1.2345e-006 

format short g

 1.3333  1.2345e-006 

format long
1.33333333333333   0.00000123450000 

format long e
1.333333333333333e+0 0 0    1.234500000000000e-006
format long g
1.33333333333333
1.2345e-006
format bank
1.33         0.00
format rat
4/3
1/810045
format hex
3ff5555555555555   3eb4b62 31abfd2 71
Если самый большой элемент матрицы больше 103 или самый маленький меньше 10~3, MATLAB применяет общий масштабный коэффициент для форматов short и long. В добавление к командам format, рассмотренным выше format compact убирает много пустых линий, появляющихся на выходе. Это позволяет вам видеть больше информации на экране. Если вы хотите изменить контроль над форматом выходных данных, используйте функции sprint/ и fprintf.
Сокращение выходных данных

Если вы наберете выражение и нажмете Return или Enter, MATLAB автоматически выведет результат на экран. Однако если в конце строки вы поставите точку с запятой, MATLAB проведет вычисления, но не отобразит их. Это часто бывает нужно при создании больших матриц. Например, A = magic(100).
Длинные командные строки

Если выражение не умещается на одной строке, используйте троеточие, а за ним  Enter, для обозначения того, что выражение продолжается на следующей строке. Например:
s = 1 -1/2 + 1/3 -1/4 + 1/5 - 1/6 + 1/7
-1/8 + 1/9 - 1/10 + 1/11 - 1/12;
Пробелы вокруг знаков =, +, - не обязательны, но улучшают читаемость текста.
Редактор командной строки

Различные стрелки и управляющие клавиши на вашей клавиатуре позволяют вам вызывать, редактировать и многократно использовать команды, набранные ранее. Например, предположим, что вы допустили ошибку при вводе rho = (1 + sqt(5))/2. Вы ошиблись в написании sqrt. MATLAB ответит вам предупреждением Undefined function or variable 'sqt'.
Вместо того чтобы заново набирать всю строку, просто нажмите клавишу
[image: image2.wmf]­

. Тогда на экране изобразится ошибочная команда. Используйте клавишу <— для перемещения курсора и вставки пропущенной буквы r. Повторное использование клавиши 
[image: image3.wmf]­

 вызовет предыдущие строки. Наберите несколько символов, и тогда клавиша 
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 найдет предыдущую строку, которая начинается с них.
Список доступных клавиш редактирования в командной строке отличается у разных компьютеров. Поэкспериментируйте, чтобы узнать, какие из нижеследующих клавиш доступны на вашей машине. (Многие из этих клавиш будут знакомы пользователям редактора EMACS.)
ctrl-p

вызов предыдущей строки;
ctrl-n

вызов последующей строки;
ctrl-b

движение назад на один символ;
ctrl-f

движение вперед на один символ;
ctrl-r

движение вправо на одно слово;
ctrl-1

движение влево на одно слово;
ctrl-a

переход на начало строки;
ctrl-e

переход на конец строки;
ctrl-u

очистка строки;
ctrl-d

удаление символа за курсором;
ctrl-h

удаление символа перед курсором;
ctrl-k

удаление до конца строки.
Создание графика

Функция plot имеет различные формы, связанные с входными параметрами, например plot(y) создает кусочно-линейный график зависимости элементов у от их индексов. Если вы задаете два вектора в качестве аргументов, plot(x,y) создаст график зависимости у от х.
Например, для построения графика значений функции sin от нуля до 2% (рис. 2.1.), сделаем следующее: t = 0: pi/100:2*pi; у = sin(t); plot(t,у).
[image: image5.jpg]



Рис. 2.1. - График значений функции sin от нуля до 2%
Вызов функции plot с многочисленными парами х-у создает многочисленные графики. MATLAB автоматически присваивает каждому графику свой цвет (исключая случаи, когда это делает пользователь), что позволяет различать заданные наборы данных.

Например, следующие три строки отображают график близких функций (рис. 2.2), и каждой кривой соответствует свой цвет:
у2 = sin(t-.25);
уЗ = sin(t-.5);
plot( t, y, t, y2, t, уЗ).
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Рис. 2.2. - График близких функций
Возможно изменение цвета, стиля линий и маркеров, таких как знаки плюс или кружки, следующим образом plot (x, у, «цветстильмаркер») цветстильмаркер это 1-, 2-, 3- символьная строка (заключенная в одинарные кавычки), составленная из типов цвета, стиля линий и маркеров:
· символы, относящие к цвету: «с», «т», «у», V, «g», Ъ\ V и «к». Они обозначают голубой, малиновый, желтый, красный, зеленый, синий, белый и черный цвета соответственно;
· символы, относящиеся к типу линий: ' - ' для сплошной, ' — ' для разрывной, '; ' для пунктирной, ' -. ' для штрихпунктирной линий и ' none ' для её отсутствия;
· наиболее часто встречающиеся маркеры ' + ', ' о ', ' * 'и ' х '.
Например, выражение plot(х,у,'у:+') строит желтый пунктирный график и помещает маркеры ' + 'в каждую точку данных. Если вы определяете только тип маркера, но не определяете тип стиля линий, то MATLAB выведет только маркеры.
Окна изображений

Функция plot автоматически открывает новое окно изображения (далее окно), если до этого его не было на экране. Если же оно существует, то plot использует его по умолчанию. Для открытия нового окна и выбора его по умолчанию, наберите  figure. Для того, чтобы сделать существующее окно текущим -figure(n) где n - это номер в заголовке окна. В этом случае результаты всех последующих команд будут выводиться в это окно.
Добавление кривых на существующий график

Команда hold позволяет добавлять кривые на существующий график. Когда вы набираете hold on MATLAB не стирает существующий график, а добавляет в него новые данные, изменяя оси, если это необходимо. Например, следующий элемент кода вначале создает контурные линии функции peaks, а затем накладывает псевдоцветной график той же функции:
[x,y,z] = peaks; contour(x,у,z,20,'k') hold on pcolor(x,y,z) shading interp.
Команда hold on является причиной того, что график pcolor комбинируется с графиком contour в одном окне.
Подграфики

Функция subplot позволяет выводить множество графиков в одном окне или распечатывать их на одном листе бумаги, subplot(m,n,p) разбивает окно изображений на матрицу m на п подграфиков и выбирает р-ый подграфик текущим. Графики нумеруются вдоль первого в верхней строке, потом во второй и т.д. Например, для того, чтобы представить графические данные в четырех разных подобластях окна необходимо выполнить следующее:
t = 0:pi/10:2*pi; [X,Y,Z] = cylinder(4*cos(t)); subplot(2,2,1) mesh(X)
subplot(2,2,2); mesh(Y) subplot(2,2,3); mesh(Z) subplot(2,2,4); mesh(X,Y,Z)

Мнимые и комплексные данные

Если аргумент функции plot комплексное число, то мнимая часть игнорируется, за исключением случая, когда комплексный аргумент один. Для этого специального случая происходит построение графика зависимости реальной части аргумента от мнимой (рис. 2.3.). Поэтому:
plot(Z) где Z комплексный вектор или матрица, эквивалентно
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plot(real(Z) ,imag(Z)) Например, t = 0:pi/10:2*pi; plot(exp(i*t),'-o') отобразит двадцатисторонний многоугольник с маленькими кружками на вершинах.
Рис. 2.3. - График зависимости реальной части аргумента от мнимой
Управление осями

Функция axis имеет несколько возможностей для настройки масштаба, ориентации и коэффициента сжатия.

Обычно MATLAB находит максимальное и минимальное значение и выбирает соответствующий масштаб и маркирование осей. Функция axis заменяет зна​чения по умолчанию предельными значения, вводимыми пользователем:
axis( [xmin xmax ymin ymax] )
В функции axis можно также использовать ключевые слова для управления внешним видом осей. Например:

· axis square создает х и у оси равной длины;

· axis equal создает отдельные отметки приращений для х и у осей одинаковой длины.

Функция plot(exp(i*t)) следующая либо за axis square, либо за axis equal превращает овал в правильный круг; 
· axis auto возвращает значения по умолчанию и переходит в автоматический режим;
· axis on включает обозначения осей и метки промежуточных делений;
· axis off выключает обозначения осей и метки промежуточных делений;
· grid off выключает сетку координат;
· grid on включает её заново.
Подписи к осям и заголовки

Функции xlabel, ylabel, zlabel добавляют подписи к соответствующим осям, функция title (рис. 2.4) добавляет заголовок в верхнюю часть окна, а функция text вставляет текст в любое место графика. Использование ТЕХ представления позволяет применять греческие буквы, математические символы и различные шрифты. Следующий пример демонстрирует эту возможность.
t  = -pi:pi/100:pi;
у = sin(t) ;
plot(t,у)
axis([-pi pi -1 1])
xlabel( ' -\pi \leq \itt \leq \pi ' )
ylabel( ' sin(t) ' )
title( ' График функции sin ' )
text(-l, -1/3, ' \it{OTMeTbTe нечетную симметрию} ' ).
[image: image8.jpg]sin(t)

08

06

04

0.2

0.2

04

06

08

-

Fpaduk dyHKuwK sin

Omme fiisme Heyemiy o cummempu o





Рис. 2.4. - подписи к соответствующим осям, функция title
Функции mesh и surface
MATLAB определяет поверхность как z координаты точек над координатной сеткой плоскости х-у, используя прямые линии для соединения соседних точек. Функции mesh и surface отображают поверхность в трех измерениях. При этом mesh создает каркасную поверхность, где цветные линии соединяют только заданные точки, а функция surface вместе с линиями отображает в цвете и саму поверхность.
Визуализация функций двух переменных

Для отображения функции двух переменных, z = f (x,y), создаются матрицы X и Y, состоящие из повторяющихся строк и столбцов соответственно, перед использованием функции. Затем используют эти матрицы для вычисления и отображения функции. Функция meshgrid преобразует область определения, заданную через один вектор или два вектора х и у, в матрицы X и Y для использования при вычислении функции двух переменных. Строки матрицы X дублируют вектор х, а столбцы Y - вектор у.
Для вычисления двумерной функции sine , sin(r)/r, в области х-у поступают следующим образом: [X, Y] = meshgrid(-8:.5:8); R = sqrt(X.A2+Y.A2)+eps; Z = sin(R)./R; mesh(X,Y,Z).

В этом примере R - это расстояние от начала координат, которому соответствует центр матрицы. Добавление eps позволяет избежать неопределенности 0/0 в начале координат.
Изображения

Двумерные массивы могут отображать как изображения, где элементы массива определяют их яркость и цвет. Например: load durer whos покажет, что файл durer.mat в директории demo состоит из матрицы размером 648 на 509 (матрицы X) и матрицы размером 128 на 3 (матрицы тар). Элементы матрицы X - это целые числа от 1 до 128, которые служат индикаторами в цветном отображении, тар.
Печать графики

Опция Print в меню File и команда print печатают графику MATLAB. Меню Print вызывает диалоговое окно, которое позволяет выбирать общие стандартные варианты печати. Команда print обеспечивает большую гибкость при выводе выходных данных и позволяет контролировать печать из М-файлов. Результат может быть послан прямо на принтер, выбранный по умолчанию, или сохранен в заданном файле. Возможно широкое варьирование формата выходных данных, включая использование PostScript.
Например, следующая команда сохранит текущее окно изображения как цветной PostScript Level 2 Encapsulated в файле magicsquare.eps: print -depsc2 magicsquare.eps.
Важно знать возможности вашего принтера перед использованием команды print. Например, файлы Postscript Level 2 обычно меньше и воспроизводятся намного быстрее, чем Postscript Level 1. Однако не все Postscript принтеры поддерживают Level 2, таким образом вам необходимо узнать, что может обрабатывать ваше устройство вывода. MATLAB использует дифференцированный подход для вывода графики и текста, даже для черно-белых устройств.
Справка и текущая документация

Есть несколько способов получить текущую документацию по функциям MATLAB:
· команда help;
· окно справки;
· MATLAB Help Desk;
· текущие справочные страницы;
· связь с The MathWorks, Inc.

Команда help
Команда help – это самый основной способ определения синтаксиса и поведения отдельных функций. Информация отображается прямо в командном окне. Например, 
help magic выдаст: MAGIC  Magic square. MAGIC(N) is an N-by-N matrix constructed from the integers 1 through NA2 with equal row, column, and diagonal sums. Produces valid magic squares for N = 1,3,4,5,...
Замечание MATLAB в текущей справке использует заглавные буквы для функций и переменных для того, чтобы выделить их из текста. Однако при наборе имен функций всегда используйте соответствующие строчные буквы, так как MATLAB чувствителен к регистрам, а все имена функции строчные.
Все функции MATLAB организованы в логические группы и структура директорий MATLAB базируется на этом группировании. Например, все функции линейной алгебры находятся в директории matfun. Чтобы вывести имена всех функций в этой директории с кратким описанием, надо набрать:

help matfun
Matrix functions - numerical linear algebra. Matrix analysis.
norm        - Matrix or vector norm, normest     - Estimate the matrix 2-norm
Команда help
HELP topics:
matlab\general      -  General purpose commands.
matlab\ops
-  Operators and special characters.
Окно справки

Окно справки MATLAB появляется на PC или Мае после выбора опции Help Window в меню Help или нажатием кнопки вопроса на панели инструмен​тов. Эта же операция может быть выполнена при наборе команды helpwin.

Для вывода окна справки по отдельным разделам, наберите helpwin topic.

Окно справки предоставляет вам такую же информацию, как и команда help, но оконный интерфейс обеспечивает более удобную связь с другими разделами справки.
Среда MATLAB
Среда MATLAB включает в себя как совокупность переменных, созданных за время сеанса работы MATLAB, так и набор файлов, содержащих программы и данные, которые продолжают существовать между сеансами работы.
Рабочее пространство

Рабочее пространство - это область памяти, доступная из командной строки MATLAB. Две команды, who и whos, показывают текущее содержание рабочего пространства. Команда who выдает краткий список, а команда whos размер и используемую память.
Для удаления всех существующих переменных из рабочего пространства MATLAB, введите clear.
Команда save
Команда save сохраняет содержание рабочего пространства в МАТ-файле, который может быть прочитан командой load в последующих сеансах работы MATLAB. Например, save August17th сохраняет содержание всего рабочего пространства в файле Augustl7th.mat. Если нужно, вы можете сохранить только определенные переменные, указывая их имена после имени файла.
Маршрут поиска

MATLAB использует маршрут поиска, упорядоченный список директорий, для того, чтобы определить как выполнять функции, которые вы вызываете. Когда вы вызываете стандартную функцию, MATLAB исполняет первый М-файл на своем пути, который имеет заданное имя. Вы можете заменить поведение использованием специальных директорий и поддиректорий.
Команда path
Команда path показывает маршрут поиска на всех платформах. На Рс выберите опцию Set Path из меню File для просмотра и изменения маршрута.
Операции над дисковыми файлами

Команды dir, type, delete и cd осуществляют комплекс групповых операционных системных команд для манипуляций над файлами. Нижеприведенная таблица показывает, как эти команды соответствуют различным операционным системам (табл. 2.1).
Таблица 2.1. Комплекс групповых операционных системных команд для манипуляций над файлами
	MATLAB
	MS-DOS
	UNIX
	VAX/VMS

	dir
	dir
	ls
	dir

	type
	type
	cat
	type

	delete
	del, erase
	rm
	delete

	cd
	chdir
	cd
	set defalt


Для большинства из этих команд вы можете использовать полные пути, шаблоны и указатели дисков в обычной форме.
Управление вычислениями

MATLAB имеет пять видов структур управления вычислениями:
· оператор if;
· оператор switch;
· циклы for;
· циклы while;
· оператор break.
Оператор if
Оператор if вычисляет логическое выражение и выполняет группу операторов, если выражение истинно. Необязательные ключевые слова elseif и else служат для выполнения альтернативных групп операторов. Ключевое слово end, которое согласуется с if завершает последнюю группу операторов. Таким образом, все группы операторов заключены между четырех ключевых слов, без использования фигурных или обычных скобок.
Операторы switch и case
Оператор switch выполняет группу операторов, базируясь на значении переменной или выражения. Ключевые слова case и otherwise разделяют эти группы. Выполняется только первый соответствующий случай. Необходимо использовать end для согласования с switch.
Замечание для программистов Си. В отличие от языка Си, оператор switch в MATLAB не «проваливается». Если первый случай является истинным, другие случаи не выполняются. Таким образом, нет необходимости в использовании оператора break.
Цикл for
Цикл for повторяет группу операторов фиксированное, предопределенное число раз. Ключевое слово end очерчивает тело цикла.
for n = 3:32
r(n) = rank(magic(n)); end г
Точка с запятой после выражения в теле цикла предотвращает повторения вывода результатов на экран, а после цикла выводит окончательный результат. Хорошим стилем являются отступы при использовании циклов для лучшей читаемости, особенно, когда они вложенные.
for i = 1:m
for j = 1:n
H(i,j) = 1/(i+j);
end 

end
Цикл while
Цикл while повторяет группу операторов определенное число раз, пока выполняется логическое условие. Ключевое слово end очерчивает используемые операторы. Ниже приведена полная программа, иллюстрирующая работу операторов while, if, else и end, которая использует метод деления отрезка пополам для нахождения нулей полинома.
а = 0; fa = -Inf; b = 3; fb = Inf; while b-a > eps*b
x = (a+b)/2;
fx = xA3-2*x-5;
if sign(fx) == sign(fa) a = x; fa = fx;
else
b = x; fb = fx;
end end x
Результатом будет корень полинома х3-2х-5
х = 2.09455148154233
Для оператора while верны те же предостережения относительно матричного сравнения, что и для оператора if, которые обсуждались ранее.
Оператор break
Оператор break позволяет досрочно выходить из циклов for или while. Во вложенных циклах break осуществляет выход только из самого внутреннего цикла.
Сценарии и функции

MATLAB - это мощный язык программирования, также как и интерактивная вычислительная среда. Файлы, которые содержат код на языке MATLAB, называются М-файлами. Вы создаете М-файлы, используя текстовой редактор, а затем используете их как любую функцию или команду MATLAB.
Существует два вида М-файлов:
· сценарии, которые не имеют входных и выходных аргументов. Они оперируют с данными из рабочего пространства;
· функции, которые имеют входные и выходные аргументы. Они оперируют с локальными переменными.
Если вы являетесь новичком в MATLAB программировании, просто создавайте М-файлы, которые вы хотите использовать, в текущей директории. Если же вы разработали много М-файлов, вы захотите сгруппировать их в отдельные директории и персональные пакеты программ (toolboxes). Для этого вам необходимо добавить их маршрут поиска MATLAB.
Если вы повторяете имя функции, то MATLAB вызывают только ту, которая встречается первой.
Чтобы увидеть содержание М-файла, например, myfunction.m необходимо набрать type myfunction
Сценарии

Когда вы вызываете сценарий, MATLAB просто вызывает команды, содержащиеся в файле. Сценарии могут оперировать существующими данными в рабочем пространстве или они могут сами создавать эти данные. Хотя сценарии не возвращают значений, все переменные, которые они создают, остаются в рабочем пространстве для использования в последующих вычислениях. В добавление к сказанному, сценарии могут осуществлять графический вывод, используя такие функции как plot.
В качестве примера, создадим файл magicrank.m, который содержит эти команды MATLAB:
% Investigate the rank of magic squares r = zeros(1,32); for n = 3:32
r (n) = rank(magic(n)); end r bar®
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Рис. 2.5. - Графический вывод с помощью функции как plot
Ввод строки magicrank.m повлечет за собой исполнение команд, вычисление ранга первых 30 магических квадратов и отображения столбиковой диаграммы результатов. После полного выполнения файла переменные п и г остаются в рабочем пространстве.
Функции

Функции - это М-файлы, которые могут иметь входные и выходные возвращать. Имя М-файла и функции должно быть одним и тем же. Функции работают с переменными в пределах их собственного рабочего пространства, отделен​ного от рабочего пространства, с которым вы оперируете в командной строке MATLAB.
Хорошим примером является функции rank. М-файл гапк.т находится в директории toolbox/matlab/matfun Вы можете просмотреть его содержание, введя type rank.
function r = rank(A,tol)
%RANK   Matrix rank.
%   RANK(A) provides an estimate of the number of linearly
%   independent rows or columns of a matrix A.
%   RANK(A,tol) is the number of singular values of A
%   that are larger than tol.
%   RANK(A) uses the default tol = max(size(A)) * norm(A) * eps.
%   Copyright (c) 1984-98 by The MathWorks, Inc. %   $Revision: 5.7 $  $Date: 1997/11/21 23:38:49 $s = svd(A); if nargin==1
tol = max(size(A)') * max(s) * eps; end r = sum(s > tol);
Первая строка функции М-файла начинается со слова function. Здесь происходит задание имени со списком аргументов. В нашем случае, используется до двух входных аргументов и один выходной.
Следующие несколько строк, до первой пустой или выполняемой строки, являются комментариями, которые предоставляют справочную информацию. Эти строки будут выведены на экран, если вы наберете help rank.

Первая строка справочного текста - это HI строка, которую MATLAB отображает при использовании команды lookfor или при запросе help по всей директории.
Остальное содержание файла составляет исполняемый код MATLAB. Переменная s, представленная в теле функции, также как и переменные в первой строке, г, А и tol, все являются локальными. Они отделены от других переменных в рабочем пространстве MATLAB.
Этот пример показывает важную особенность функций MATLAB, которая обычно не встречается в других языках программирования, - переменное число аргументов. Функция rank может быть использована в нескольких различных формах:
rank(A)
г = rank(A)
r = rank(A, 1.e-6)
Многие функции MATLAB работают таким образом. Если нет выходного аргумента, то результат сохраняется в переменной ans. Если нет второго входного аргумента, то функция вычисляет значение по умолчанию. Внутри тела функции присутствуют две величины nargin и nargout, которые выдают число входных и выходных аргументов при каждом использовании функции. Функция rank использует переменную nargin , но не использует nargout.
Глобальные переменные

Если вы хотите, чтобы более одной функции использовали отдельную копию переменной, просто объявите её как global во всех функциях. Делайте то же самое в командной строке, если вы хотите, чтобы основное рабочее пространство получило доступ к переменной. Определение global должно быть до самой переменной, используемой в функции. Хотя это не обязательно, использование больших букв для имени глобальной переменной поможет отличить их от других переменных. Например, создадим М-файл falling.m:
function h = falling(t)
global GRAVITY
h = 1/2*GRAVITY*t.A2;
Затем введем следующие строки
global GRAVITY GRAVITY = 32;
y =
Таким образом, строки определения GRAVITY в командной строке делают её доступной внутри функции. Вы можете после изменить GRAVITY и получить новое решение, не редактируя какие-либо файлы.
Лекция 3. Теория погрешностей и машинная арифметика.
Пусть [image: image10.png]


- точное значение, [image: image11.png]


 - приближенное значение некоторой величины.
Абсолютной погрешностью приближенного значения [image: image12.png]


называется величина [image: image13.png]CHE]
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Относительной погрешностью значения [image: image14.png]
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0) называется величина [image: image16.png]


.
Так как, значение [image: image17.png]


 как правило неизвестно, чаще получают оценки погрешностей вида:
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Величины [image: image20.png]A(a®)
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называют верхними границами (или просто границами) абсолютной и относительной погрешностей. 

ПРИМЕР 1. Абсолютная и относительная погрешности приближенного числа e. 

Число e - трансцендентное число, представляется бесконечной непериодической дробью e = 2.71828. Приближенное значение числа e* = 2.7. Граница абсолютной погрешности | e - e* | < 0.019, относительная погрешность числа.
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Значащими цифрами числа [image: image24.png]


 называют все цифры в его записи, начиная с первой ненулевой слева.

ПРИМЕР 2. Значащие цифры числа.

Значащие цифры чисел подчеркнуты: 0.03589, 10.4920, 0.00456200.

Значащую цифру числа [image: image25.png]


 называют верной, если абсолютная погрешность числа не превосходит единицы разряда, соответствующего этой цифре. 

ПРИМЕР 3. Верные цифры числа.

Верные цифры числа a = 356.78245 подчеркнуты.

Если [image: image26.png]A@)=001



, то верных цифр в числе 5:    a = 356.78245.

Если [image: image27.png]Aa™y =003



, то верных цифр в числе 4:    a = 356.78245.

Если [image: image28.png]A(a") = 0.00006



, то верных цифр в числе 7:    a = 356.78245.

Если [image: image29.png]A(a") = 0.00006



, то верных цифр в числе 8:    a = 356.78245.

Для оценки погрешностей арифметических операций следует использовать следующие утверждения:

абсолютная погрешность алгебраической суммы (суммы или разности) не превосходит суммы абсолютной погрешности слагаемых, т.е.

[image: image30.png]A(d" %) <A™ +AR")




Если а и b - ненулевые числа одного знака, то справедливы неравенства
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где:
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Для относительных погрешностей произведения и частного приближенных чисел верны оценки: 
если [image: image35.png]Ha") =1



 и [image: image36.png](%)
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, то
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ПРИМЕР 4. Погрешности арифметических действий.

Пусть числа x и y заданы с абсолютными погрешностями [image: image39.png]


x и [image: image40.png]


y

x: = 2.5378;[image: image41.png]


x: = 0.0001

y: = 2.536;[image: image42.png]


y: = 0.001

Тогда относительные погрешности чисел:
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x = 3.94 x 10-5
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y = 3.94 x 10-4
Найдем погрешности суммы и разности чисел:
S1: = x + y; [image: image47.png]


S1 : = [image: image48.png]
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y; [image: image50.jpg]9 f(x,y,2) > x-costy)

dy




S1 = 5.0738; [image: image51.png]


S1 = 1.1 x 10-3; [image: image52.png]


S1 = 2.17 x 10-4
S2: = x – y;[image: image53.png]
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y; [image: image56.jpg]



S2 = 1.8 x 10-3; [image: image57.png]


S2 = 1.1 x 10-3; [image: image58.png]


S2 = 0.61
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Относительная погрешность разности в 2000 раз больше относительной погрешности суммы!

Возьмем теперь другие значения x и y и вычислим погрешности произведения и частного

x: = 2.5378; [image: image60.png]


x: = 0.0001; y: = 0.006; [image: image61.png]


y: = 0.001

Тогда относительные погрешности чисел:
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S3 = 0.015227; S4 = 422.966667
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x + [image: image66.png]


y; [image: image67.png]


S4 : = [image: image68.png]


x + [image: image69.png]


y
[image: image70.png]


S3: = |S3| x [image: image71.png]


S3;[image: image72.png]


S4 : = |S4| x [image: image73.png]


S4 

[image: image74.png]


S3 = 6.604259 x 10-6;[image: image75.png]


S4 = 0.183452

[image: image76.jpg]=
=

ax 10t





Абсолютная погрешность частного в 20000 раз больше абсолютной погрешности произведения! 
Пусть [image: image77.png]


- дифференцируемая в области G функция переменных, вычисление которой производится при приближенно заданных значениях аргументов   [image: image78.png]XX,



. Тогда для абсолютной погрешности функции [image: image79.png]


справедлива следующая оценка [image: image80.png]AG") <Y max
iy





 INCLUDEPICTURE "http://www.exponenta.ru/educat/class/courses/vvm/theme_1/images/image24.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image81.png]7,

A()



. Здесь [x, x*] v отрезок, соединяющий точки x и x* =( [image: image82.png]XX,



) 
Для относительной погрешности функции справедливо следующее приближенное равенство [image: image83.png]507= S0
> 1565



, где [image: image84.png]


.
ПРИМЕР 5. Погрешность вычисления функции.
	Погрешность функции многих переменных

	[image: image85.jpg]xesin(y) + 3z





	[image: image86.jpg]L f(x,y.2) - sin(y)
o




[image: image87.jpg]9 f(x,y,2) > x-costy)

dy




[image: image88.jpg]




	Пусть x: = -3.59; y : = 0.467      z : = 563.2.
По приведенным начальным условиям считаем, что погрешности равны

[image: image89.png]


x: = 0.01; [image: image90.png]


y: = 0.001; [image: image91.png]


z: = 0.1
Значение функции равно f (x, y, z) = 6.64198865

[image: image92.jpg]4106, y,2) = [sin(y)]-ax+ [x-cos(y)] -4y +





[image: image93.png]


f (x, y, z) = 8.196 x 10 -3          [image: image94.jpg]



[image: image95.png]


f (x, y, z) = 1.234 x 10 -3


Задание для самостоятельной работы.

1. Выполнить округление приближенных чисел и записать результат с учетом верных цифр:

a = - 0.5689176, [image: image96.png]


 a = 0.005
b = 1.386222, [image: image97.png]


 b = 0.02
2. Высота и радиус основания цилиндра измерены с точностью до 0.5%, какова относительная погрешность при вычислении объема цилиндра?
3. Указать правила оценки абсолютных и относительных погрешностей функций: a x и x a .

Вопросы

1. Сформулируйте правила округления приближенных чисел: по дополнению и усечением.
2. Сформулируйте определение верной цифры числа. Приведите примеры.

3. Докажите утверждение об оценке абсолютной погрешности суммы и разности двух чисел.

4. На основании формулы вычисления погрешности функции многих переменных сформулируйте правило вычисления абсолютной и относительной погрешностей функции одной переменной.

5. На основании формулы вычисления погрешности функции многих переменных выведите формулу для оценки абсолютной погрешности неявной функции. 

Лекция 4. Решение нелинейных уравнений
Пусть рассматривается уравнение [image: image98.png]


. Корнем уравнения называется значение [image: image99.png]


, при котором [image: image100.png]Ff®=0



. Корень [image: image101.png]


называется простым, если [image: image102.png]Ffixm=0



, в противном случае корень называется кратным. Целое число m называется кратностью корня [image: image103.png]


, если[image: image104.png]=0



 для k=1,2,3-,m-1 и [image: image105.png]f(m) o
(x)=0



.

Постановка задачи
Вычислить приближенное значение корня с точностью [image: image106.png]


- это найти такое значения [image: image107.png]


, что [image: image108.png]be-x|<s



. Решение задачи разбивается на два этапа: на первом этапе осуществляют локализацию корней, на втором этапе производят итерационное уточнение корней. На этапе локализации корней находят достаточно узкие отрезки (или отрезок, если корень единственный), которые содержат один и только один корень уравнения [image: image109.png]


. На втором этапе вычисляют приближенное значение корня с заданной точностью. Часто вместо отрезка локализации достаточно указать начальное приближение к корню.

Локализация корней

ПРИМЕР 1. Локализация корней (рис. 4.1).

% Локализовать корни уравнения f(x)=0, где f(x)= x^3 - cos(x) + 1

% Введём функцию f(x)
f = inline('x.^3 - cos(x) + 1');
% Нарисуем её график на отрезке [-10,10]
x = linspace(-10,10,100);
% Оси с градуировкой
figure('Name', '[-10,10]');
axes('NextPlot', 'Add');
grid on
plot(x, f(x));

[image: image110.jpg]



Рис. 4.1 - Локализация корней уравнения f(x)=0, где f(x)= x^3 - cos(x) + 1
% Нарисуем её график на отрезке [-1, 1]

% Оси с градуировкой
figure('Name', '[-1,1]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on
x = linspace(-1,1,100);
plot(x, f(x));
[image: image111.jpg]



Рис. 4.2. – График функции на отрезке [-1, 1]

% Из графика видно, что корни уравнения a находятся на отрезках [-0.6,-0.4] и [-0.2,0.2]
% Нарисуем её график на отрезке [-0.6,-0.4] (рис. 4.3)
figure('Name', '[-0.6,-0.4]');
axes('NextPlot', 'Add');
grid on
x = linspace(-0.6,-0.4,100);
plot(x, f(x));

[image: image112.jpg]



Рис. 4.3. – График функции на отрезке[-0.6,-0.4]
% Нарисуем её график на отрезке [-0.2, 0.2] (рис. 4.4)
figure('Name', '[-0.2,0.2]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on

x = linspace(-0.2,0.2,100);

plot(x, f(x));

[image: image113.jpg]



Рис. 4.4. – График функции на отрезке[-0.2, 0.2]
Метод бисекции
Пусть [a,b] v отрезок локализации. Предположим, что функция f(x) непрерывна на [a,b] и на концах принимает значения разных знаков [image: image114.png]fla)- f(B) <0



. 

Алгоритм метода бисекции состоит в построении последовательности вложенных отрезков, на концах которых функция принимает значения разных знаков. Каждый последующий отрезок получают делением пополам предыдущего. Опишем один шаг итераций метода. Пусть на k-ом шаге найден отрезок [image: image115.png][a® 5]



 такой, что [image: image116.png]7(a®)- r(p®) <0



. Найдем середину отрезка [image: image117.png]f0 o 8O+ E®



. Если [image: image118.png]F(e™=0



, то [image: image119.png](k)



- корень и задача решена. Если нет, то из двух половин отрезка выбираем ту, на концах которой функция имеет противоположные знаки:

[image: image120.png]Pl ]



, [image: image121.png]Pl = B



, если [image: image122.png]7(5®)- 7(c®) <0




[image: image123.png]Pl ]



, [image: image124.png]Bl = )



, если [image: image125.png]7(5®)- 7(c®) >0




Критерий окончания итерационного процесса: если длина отрезка локализации меньше 2[image: image126.png]


, то итерации прекращают и в качестве значения корня с заданной точностью принимают середину отрезка.
Теорема о сходимости метода бисекций. Пусть функция f(x) непрерывна на [a,b] и на концах принимает значения разных знаков [image: image127.png]fla)- f(B) <0



. Тогда метод сходится и справедлива оценка погрешности: [image: image128.png]B® -] <(p® -a®)s2 (b -a)s2*"




ПРИМЕР 2. Решение уравнения методом бисекции.

% Локализовать корни уравнения f(x)=0, где f(x)= x^3 - cos(x) + 1 (рис. 4.5.)
% Введём функцию f(x)
f = inline('x.^3 - cos(x) + 1');
% Нарисуем её график на отрезке [-10,10]

x = linspace(-10,10,100);
% Оси с градуировкой
figure('Name', '[-10,10]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on
plot(x, f(x));

[image: image129.jpg]



Рис. 4.5. - Локализация корней уравнения f(x)=0, где f(x)= x^3 - cos(x) +1

% Нарисуем её график на отрезке [-1, 1] (рис. 4.6)
% Оси с градуировкой
figure('Name', '[-1,1]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on

x = linspace(-1,1,100);

plot(x, f(x))
[image: image130.jpg]



Рис. 4.6. – График функции на отрезке [-1, 1]
% Из графика видно, что корни уравнения a находятся на отрезках [-0.6,-0.4] и [-0.2,0.2]

% Нарисуем её график на отрезке [-0.6,-0.4] (рис. 4.7)
figure('Name', '[-0.6,-0.4]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on

x = linspace(-0.6,-0.4,100);

plot(x, f(x));
[image: image131.jpg]



Рис. 4.7. – График функции на отрезке [-0.6,-0.4]

% Нарисуем её график на отрезке [-0.2, 0.2] (рис. 4.8.)
figure('Name', '[-0.2,0.2]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on

x = linspace(-0.2,0.2,100);

plot(x, f(x));
[image: image132.jpg]



Рис. 4.8. – График функции на отрезке [-0.2, 0.2]
Метод Ньютона (метод касательных)
Расчетная формула метода Ньютона имеет вид:

[image: image133.png]X0 200 7

)



. Геометрически метод Ньютона означает, что следующее приближение к корню [image: image134.png]X



есть точка пересечения с осью ОХ касательной, проведенной к графику функции y=f(x) в точке [image: image135.png](waf(xm )



.
Теорема о сходимости метода Ньютона. Пусть [image: image136.png]


- простой корень уравнения [image: image137.png]


, в некоторой окрестности которого функция дважды непрерывно дифференцируема. Тогда найдется такая малая [image: image138.png]


- окрестность корня [image: image139.png]


, что при произвольном выборе начального приближения [image: image140.png]0y



из этой окрестности итерационная последовательность метода Ньютона не выходит за пределы окрестности и справедлива оценка 

[image: image141.png]e Hel E‘Z




, где [image: image142.png]


, [image: image143.png]


.

Критерий окончания итерационного процесса. При заданной точности [image: image144.png]


>0 вычисления следует вести до тех пор, пока не окажется выполненным неравенство [image: image145.png]| _ (D

<z



. 

ПРИМЕР 3. Решение уравнения методом Ньютона.

function ex3

% Решить уравнение f(x)=0, где где f(x)= x^3 - cos(x) + 1 методом Ньютона

% Введём функцию f(x)

f = inline('x.^3 - cos(x) + 1');

% Её производная
df = inline('3*x.^2 + sin(x)');

root1 = newton(f, df, -0.5);

% Проверим корни
f(root1)

root2 = newton(f, df, -0.1);

% Проверим корни
f(root2) 

% Метод Ньютона
function root = newton(f, df, x0)

root = x0 - f(x0) / df(x0);

old_root = x0;

while abs(old_root - root) > 2 * eps

t = old_root;

old_root = root;

root = t - f(t) / df(t);

end

>>

ans = -9.5740e-005

ans = 8.3665e-004

Как указано в теореме, метод Ньютона обладает локальной сходимостью, то есть областью его сходимости является малая окрестность корня [image: image146.png]


. Неудачный выбор может дать расходящуюся итерационную последовательность.

ПРИМЕР 4. Чувствительность метода Ньютона к выбору начального приближения.

function ex2

% Чувствительность метода Ньютона к выбору начальных значений.

% Введём функцию f(x)

syms x;

f = (x - 1.3) ./ ((x- 1.3).^2 + 1);

[root1, iter1] = newton(f, 1.87);

% Проверим корни

subs(f, root1)

[root2, iter2] = newton(f, 1.88);
% Проверим корни
subs(f, root2)

% Сравним число итераций

iter1

iter2

% Видим, что число итераций в первом случае намного меньше, чем во втором

% Метод Ньютона
function [root, iter] = newton(f, x0)
df = diff(f);

root = x0 - subs(f, x0) / subs(df, x0);

old_root = x0;

iter = 0;

while abs(subs(f, old_root)) > 10 * eps

t = old_root;

old_root = root;

root = t - subs(f, t) / subs(df, t);

iter = iter + 1;

if iter > 200

warning('Max number of iterations reached');

root = NaN;

return;

end

end

>> 

ans = 0

ans = 1.1545e-015

iter1 = 13

iter2 = 103

>> 

ans = 0

ans = 1.1545e-015

iter1 = 13

iter2 = 103

Метод простой итерации (метод последовательных повторений)
Для применения метода простой итерации следует исходное уравнение [image: image147.png]


преобразовать к виду, удобному для итерации [image: image148.png]x=@(x)



. Это преобразование можно выполнить различными способами. Функция [image: image149.png]


называется итерационной функцией. Расчетная формула метода простой итерации имеет вид: [image: image150.png]£ — (=)



.
Теорема о сходимости метода простой итерации. Пусть в некоторой [image: image151.png]


- окрестности корня [image: image152.png]


функция [image: image153.png]


дифференцируема и удовлетворяет неравенству [image: image154.png]lp'e)<g



, где [image: image155.png]0<g <1



- постоянная. Тогда независимо от выбора начального приближения из указанной [image: image156.png]


- окрестности итерационная последовательность не выходит из этой окрестности, метод сходится со скоростью геометрической последовательности и справедлива оценка погрешности:[image: image157.png]% e - 0




, [image: image158.png]


.
Критерий окончания итерационного процесса. При заданной точности [image: image159.png]


>0 вычисления следует вести до тех пор, пока не окажется выполненным неравенство [image: image160.png]1-
02 - x0mD] < L8
q



. Если величина [image: image161.png]0<g=<0.5



, то можно использовать более простой критерий окончания итераций: [image: image162.png]| _ (D

<z



.

Ключевой момент в применении метода простой итерации состоит в эквивалентном преобразовании уравнения. Способ, при котором выполнено условие сходимости метода простой итерации, состоит в следующем: исходное уравнение приводится к виду [image: image163.png]x=x-af(x)



. Предположим дополнительно, что производная [image: image164.png]


знакопостоянна и [image: image165.png]m< f(x)$M



на отрезке [a,b]. Тогда при выборе итерационного параметра [image: image166.png]o= U
1)



метод сходится и значение

[image: image167.png]


.

ПРИМЕР 5. Приведение уравнения к виду, удобному для итераций (рис. 4.9).

function ex5

% Решить уравнение f(x)=0, где где f(x)= x^2 - 3*x + 3.25 - 5*cos(x) методом простой итерации

% Введём функцию f(x)

f = inline('x.^2 - 3*x +3.25 - 5*cos(x)');

% Нарисуем её график на отрезке [-1,1]

x = linspace(-1,1,100);

% Оси с градуировкой
figure('Name', '[-1,1]');

axes('NextPlot', 'Add');

grid on

plot(x, f(x));

% Приведём уравнение к виду g(x)=x

g = inline('(x.^2 - 5 * cos(x) + 3.25) / 3');

% Начальное приближение

x0 = -0.4;

% Выполним 100 шагов метода

for i = 1:100

x0 = g(x0);
end

% Проверим корень
f(x0)

>> 

ans = 5.7730e-007
[image: image168.jpg]



Рис. 4.9 - Приведение уравнения к виду, удобному для итераций
Под обусловленностью вычислительной задачи понимают чувствительность ее решения к малым погрешностям входных данных. Пусть установлено неравенство [image: image169.png]A(y*) v, A



, где [image: image170.png]A(x*)



 - относительная погрешность входных данных, а [image: image171.png]A(y*)



- относительная погрешность решения. Тогда [image: image172.png]


- называется абсолютным числом обусловленности задачи. Если же установлено неравенство [image: image173.png]S(y*) <vo(x*)



 между относительными погрешностями данных и решения, то [image: image174.png]


называют относительным числом обусловленности задачи.

Обычно под числом обусловленности [image: image175.png]


 понимают относительное число обусловленности. Если [image: image176.png]vl



, то задачу называют плохо обусловленной.

Обусловленность задачи нахождения корня. 
Пусть [image: image177.png]


 v корень, подлежащий определению. Будем считать, что входными данными для задачи вычисления корня являются значения функции [image: image178.png]f(x)



. Так как [image: image179.png]f(x)



v вычисляется приближенно, то обозначим функцию, полученную в действительности через [image: image180.png]1



. Предположим, что в малой окрестности корня выполняется неравенство: [image: image181.png]7 - 79| <A



. Для близких к [image: image182.png]


 значений [image: image183.png]


справедливо равенство [image: image184.png]FE =+ F(x-%)



, следовательно, [image: image185.png]LA
T (’)\



. Это означает, что число обусловленности задачи нахождения корня равно [image: image186.png]V=
7



. Из последней формулы следует, что чем меньше значение производной функции в точке корня, тем задача хуже обусловлена. В частности, задача нахождения кратного корня имеет число обусловленности - бесконечность. 

Интервал неопределенности корня. 
Если функция [image: image187.png]f(x)



 непрерывна, то найдется такая малая окрестность [image: image188.png][x-ex+s)



 корня [image: image189.png]


, имеющая радиус [image: image190.png]


, в которой выполнено неравенство [image: image191.png]lF@) <&



. Это означает, что [image: image192.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.exponenta.ru/educat/class/courses/vvm/theme_3/images/image045.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image193.png][x-ex+s)



знак вычисленного значения [image: image194.png]1



, вообще говоря, не обязан совпадать со знаком [image: image195.png]f(x)



и, следовательно, становится невозможным определить, какое именно значение [image: image196.png]


из интервала [image: image197.png][x-ex+s)



 обращает функцию [image: image198.png]


в нуль. Этот интервал называется интервалом неопределенности корня. Очевидно, что радиус интервала неопределенности для простого корня равен [image: image199.png])
sm A()m ‘f (,)‘A(/’”‘



. Аналогично можно показать, что для кратного корня [image: image200.png]


. Это означает, что для простого корня радиус интервала неопределенности прямо пропорционален погрешности вычисления функции [image: image201.png]


, а для кратного корня [image: image202.png](AT

2=



. 

ПРИМЕР 6. Теоретическая оценка радиуса интервала неопределенности корня.

Пусть [image: image203.png]Fx)=x-3x+1



. Корень уравнения простой и равен [image: image204.png]


= -0.34729635533861. Тогда [image: image205.png]S =3x" -



и [image: image206.png]S =-264



. Если [image: image207.png]A(f* =107



, то [image: image208.png]ss4.107



. Это означает, что найти корень с точностью меньшей, чем радиус интервала неопределенности, не удастся. 

Применение метода Ньютона для нахождения кратного корня. 
Метод Ньютона для случая кратного корня обладает лишь линейной скоростью сходимости. Чтобы сохранить квадратичную сходимость его модифицируют следующим образом:

[image: image209.png]£ _ 50
o 7(=)
)



, где [image: image210.png]


- кратность корня. 

Как правило, значение [image: image211.png]


v неизвестно. Используя метод Ньютона, можно узнать кратность корня. Для этого будем задавать значения [image: image212.png]


= 1, 2, 3 и вычислять значение корня с заданной точностью, одновременно подсчитывая количество итераций для каждого значения [image: image213.png]


. При некотором значении [image: image214.png]


число итераций будет минимальным. Это значение [image: image215.png]


и есть кратность корня. 

Пример 7. Определение кратности корня методом Ньютона.

function ex3

% Определить кратность корня f(x), где f(x)= (tan(x)^2 -1)^2 методом Ньютона

% Введём функцию f(x)

syms x;

f = (tan(x)^2 -1)^2;

[root1, iter1] = newton(f, 0.5, 1);

[root2, iter2] = newton(f, 0.5, 2);

[root3, iter3] = newton(f, 0.5, 3);

% То m, где меньше итераций - кратность корня

iter1

iter2

iter3

% Меньше всего итераций при m = 2, значит кратность корня - 2

% Метод Ньютона
function [root, iter] = newton(f, x0, m)

df = diff(f);

root = x0 - subs(f, x0) / subs(df, x0);

old_root = x0;

iter = 0;

while abs(subs(f, old_root)) > 10 * eps

t = old_root;

old_root = root;

root = t - m*subs(f, t) / subs(df, t);

iter = iter + 1;

if iter > 200

warning('Max number of iterations reached');

root = NaN;

return;

end

end

>> 

iter1 = 45
iter2 = 7
iter3 = 45

Методика решения алгебраического уравнения

Мы остановимся здесь подробнее на методике решения алгебраического уравнения, т.е. уравнения вида: 
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, левую часть которого будем обозначать также через 
[image: image217.wmf])
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; напомним, что речь идет только о вещественных корнях.
При работе той или иной процедуры часто возникает необходимость вычислить значение 
[image: image218.wmf])
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 при некотором 
[image: image219.wmf]u

; организацию вычисления значения 
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 удобно проводить по схеме Горнера: строится рекурсия 
[image: image221.wmf],
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Далее заметим, что из алгебры известно следующее: существует простая фор-мула, по которой устанавливается интервал (-R,R) такой, что если уравнение 
[image: image225.wmf]0
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 имеет какой-либо (напоминаем: вещественный!) корень, то он оказывается внутри этого интервала, а именно:
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Предположим теперь, что относительно производной 
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многочлена 
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 известны интервалы ее знакопостоянства, т.е. такие точки 
[image: image230.wmf]s
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 функция 
[image: image233.wmf])
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 знак не меняет, а проходя через каждую из точек 
[image: image234.wmf]i
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 меняет знак. Нетрудно обосновать в этой ситуации следующие выводы: 1) если внутри интервала (-R,R) точек 
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, то корней (напоминаем: вещественных!) у уравнения 
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, то корень в интервале 
[image: image239.wmf])
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 есть и его надо уточнить с заданной точностью; 2) если в интервале (-R,R) точки 
[image: image240.wmf]i
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 оказались, то надо просчитать 
[image: image241.wmf])

(

x

f

 в этих точках и в точках 
[image: image242.wmf]R
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; если среди этих значений нуля нет и все они имеют один и тот же знак, то корней (напоминаем: вещественных!) уравнение 
[image: image243.wmf]0
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 не имеет; если же среди этих значений будут числа с разными знаками, то это позволит выделить все участки, на концах которых 
[image: image244.wmf])
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 имеет разные знаки, а внутри которых 
[image: image245.wmf])
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 знак не меняет. К каждому такому участку применима процедура уточнения корня (деление отрезка пополам, методы хорд и касательных).

И еще одно замечание. Если вещественные корни (все) уравнения 
[image: image246.wmf]0
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 известны, то по ним полностью восстанавливаются участки знакопостоянства функции 
[image: image247.wmf])

(

x

f
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[image: image248.wmf])
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 между любыми двумя соседними корнями и по совокупности знаков полученных чисел сделать вывод.
Процедуру выяснения участков знакопостоянства производной 
[image: image249.wmf])
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 можно организовать так. Вычислим производные многочлена 
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; заметим, что производная 
[image: image252.wmf])
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 - линейная функция. Поэтому участки ее знакопостоянства вычислимы. Если 
[image: image253.wmf]2
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, то уже возможны формальные действия по описанной выше схеме по уточнению корней исходного уравнения. Если же 
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, то решим по описанной выше схеме уравнение 
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 и по его корням установим участки знакопостоянства функции 
[image: image256.wmf])
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; затем решим по описанной выше схеме уравнение 
[image: image257.wmf]0
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 и по его корням определим участки знакопостоянства функции 
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 и так далее, пока не окажется решенным исходное уравнение 
[image: image259.wmf]0
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Полученная в процессе решения информация позволяет установить также и кратность каждого корня уравнения 
[image: image260.wmf]0
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; напомним, что корень 
[image: image261.wmf]c

 уравнения 
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 считается имеющим кратность 
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. В этом случае, как известно из алгебры, имеет место представление 
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Задание для самостоятельной работы

1. Определить количество корней уравнения и для каждого корня найти отрезки локализации: [image: image269.png]¥ —1—cosx=0



.
2. Методом деления отрезка пополам найти корень уравнения [image: image270.png]¥ 4+2x-6=0



 с точностью 0.3.

3. Сколько нужно сделать итераций для получения точности 0.01?

4. Методом простой итерации найти корни уравнения [image: image271.png]


 c точностью 0.1 

5. Указание: отрицательный корень найти простым преобразованием уравнения, а положительный корень найти методом простой итерации с оптимальным выбором итерационного параметра.

6. Записать расчетную формулу метода Ньютона и указать критерий окончания итераций для решения уравнения [image: image272.png]10)* +x2-2=0



. Вычислить два первых приближения к корню.
7. Указать критерий окончания в методе Ньютона для решения задачи: методом Ньютона найти корень уравнения с к  верными значащими цифрами.

8. Записать расчетные формулы для нахождения корней и найти число обусловленности вычисления кратного корня уравнения [image: image273.png]


.

9. Найти радиус интервала неопределенности корня уравнения. Предполагается, что абсолютная погрешность вычисления функции [image: image274.png]Jx)=1-cosx



 равна [image: image275.png]


. 

10. Найти абсолютное и относительное числа обусловленности задачи вычисления функции одной переменной.

Вопросы

1. Сформулируйте постановку задачи приближенного решения нелинейного уравнения и основные этапы ее решения.
2. Докажите оценку погрешности метода бисекций.

3. Запишите расчетную формулу метода Ньютона и дайте геометрическую интерпретацию метода.

4. Что такое итерационная функция?

5. Выведете критерий окончания итераций для метода простой итерации из оценки погрешности. 

6. Можно ли найти кратный корень с помощью метода бисекции?
7. Сформулируйте определения абсолютного и относительного чисел обусловленности задачи.

8. Какая задача называется плохо обусловленной.

9. Что такое интервал неопределенности корня.

10. Выведите оценку радиуса интервала неопределенности корня для случая кратного корня.

11. Каков алгоритм поиска кратного корня методом Ньютона.
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